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摘 要

假设𝑀 是紧致连通光滑流形，𝑇 ∗𝑀 是其上的余切从。记 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ. 假设连
续函数𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)对 𝑝凸且强制性增长，对 𝑢一致 Lipschitz连续。考虑如下两类方程：

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀, 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀).

和

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀.

前者被称为演化方程的 Cauchy问题，后者则被称为定态方程。本文定义了下面形式的负向
解半群算子

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝛾(𝑠)))d𝑠} ,

以及正向解半群算子

𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) = sup

𝛾(0)=𝑥 {𝜑(𝛾(𝑡)) − ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 +

𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠} .

利用上面定义的半群算子，本文给出了演化方程粘性解的半群表示，以及算子 𝑇 −
𝑡 不动点 𝑢−

在 𝑇 +
𝑡 作用下的渐近行为。

在 Hamilton-Jacobi方程粘性解理论中，粘性解的存在性一般由 Perron方法保证 [1]。这

一方法需要进一步构造有序关系的粘性上解和粘性下解。作为半群表示的应用，我们首先

考虑了定态方程粘性解存在性的一个充分必要性条件。进一步，在𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢有不同
的依赖假设下，本文对定态方程与演化方程 Cauchy问题进行了深入研究。
当 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) 关于 𝑢 严格单调递增的时候，根据比较原理定态方程的粘性解是唯一的。

本文仿照弱 KAM理论定义了共轭对以及相应的投影 Aubry集。当 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢严格单
调递减时，本文证明了定态方程粘性解的一致有界性，以及关于投影 Aubry集邻域的一个
新的比较定理。进一步，本文通过一个例子说明了邻域这个条件是必要的。

现在我们考虑一类非单调的模型，我们称它为广义的打折方程

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢 = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝑀,

其中 𝜆(𝑥)是变号的。关于这类方程，最初的突破由金亮、严军和赵恺给出 [2]，其中𝐻(𝑥, 𝑝)
是满足 Tonelli条件的，即它是 𝐶3的，且关于 𝑝严格凸、超线性增长。我们首先将他们的结
果弱化到我们的框架中，即𝐻(𝑥, 𝑝)连续，对 𝑝凸且强制性增长。进一步，我们详细刻画了
定态方程粘性解集合的结构与演化方程 Cauchy问题粘性解的长期行为。
现在我们考虑第二类非单调的模型。假设𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢满足周期性条件，即𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) =

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢 + 1). 我们首先刻画了使得𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝑐有粘性解的 𝑐的集合 𝒞，证明了 𝒞
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摘 要

是一个有界闭区间。令 𝑢𝑐 是方程

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑐.

的粘性解。第二个主要结论说明了函数族 {𝑢𝑐}𝑐∈𝒞 的一致有界性，并且给出了它的一致 Lip-
schitz估计。第三个主要结论刻画了 𝑢𝑐 的长期行为，其中 𝑐 ∉ 𝒞 . 这个结论的证明借助于解
半群算子和圆周自映射之间的一个有趣联系。

在文章的最后一部分，我们将单个方程中得到的结果应用于耦合的方程组中。首先我

们给出了弱耦合方程组

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑗(𝑥)) = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}

粘性解存在性的一个新的定理，这里经典的单调性条件不成立。我们引入了一个衡量方程

组耦合强度的量 𝜒 . 当 𝜒 < 1时，方程组存在粘性解。当 𝜒 = 1时，我们运用打折项消失方
法得到了方程组的粘性解。

接着我们考虑了描述多类型参与者的平均场模型

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) +
𝑘

∑
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 𝐹𝑖(𝑥, 𝑚1, … , 𝑚𝑘),

div(𝑚𝑖
𝜕𝐻𝑖
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥))) = 0,

∫𝑀
𝑚𝑖𝑑𝑥 = 1.

并且在单调性假设下证明了这个模型广义解的存在性。

关键字：粘性解；Hamilton-Jacobi方程；弱 KAM理论
中图分类号：O175.22

iv



Abstract

Assume 𝑀 is a closed, connected and smooth Riemannian manifold. Denote by 𝑇 ∗𝑀 the
cotangent bundle over 𝑀 . Consider the following two forms of equations

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀, 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀).

and
𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀.

The first one is called the Cauchy problem of the evolutionary equation, and the second one is called
the stationary equation. We introduce the following backward solution semigroup

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝛾(𝑠)))d𝑠} ,

and the corresbonding forward solution semigroup

𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) = sup

𝛾(0)=𝑥 {𝜑(𝛾(𝑡)) − ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 +

𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠} .

Using the semigroups above, we provide a representation formula of the viscosity solution of the
evolutionary equation. Moreover, we prove the asymptotic behavior of the fixed points 𝑢− of 𝑇 −

𝑡

under the action of 𝑇 +
𝑡 .

In the theory of viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations, the existence of viscosity
solutions are usually given by the Perron’s method [1] . To use this method, we have to construct
an ordered pair of supersolution and subsolution. As an application of the solution semigroup, we
obtain a necessary and sufficient condition for the existence of the viscosity solutions of the station-
ary equations. We further discuss the stationary equations and the Cauchy problem of evolutionary
equations under different dependence of 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) on 𝑢.

When 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) is strictly increasing in 𝑢, the viscosity solution of the stationary equation is
unique by the comparison principle. Inspired by the weak KAM theory, we define the conjugate pair
and the projected Aubry set. When 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) is strictly decreasing in 𝑢, the uniformly boundedness
of the viscosity solutions of the stationary equation is proved. We prove a new comparison result
depending on a neighborhood of the projected Aubry set essentially. An example is constructed to
show that the requirement of the neighborhood is necessary.

Now we consider a class of non-monotone model, which is called the generalized discounted
Hamilton-Jacobi equation

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢 = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝑀,

v



Abstract

where 𝜆(𝑥) changes the signs. The first breakthrough to this model was achieved by L. Jin, J. Yan
and K. Zhao under the Tonelli conditions [2] . In their paper, 𝐻(𝑥, 𝑝) satisfies the Tonelli condition,
i.e., it is of class 𝐶3, strictly convex and superlinear in 𝑝. In this paper, we first generalize their
results under our assumptions, i.e., 𝐻(𝑥, 𝑝) is continuous, convex and coercive in 𝑝.Moreover, we
consider more detailed structure of the viscosity solution set and large time behavior of the viscosity
solution on the Cauchy problem.

Now we consider the second class of non-monotone model. Assume 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) is periodic in
𝑢, i.e., 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) = 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢 + 1). We first characterize the set 𝒞 , which consists of all 𝑐’s such that
𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝑐 admits viscosity solutions. We prove that 𝒞 is a closed bounded interval.
Let 𝑢𝑐 be the viscosity solution of

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑐.

The second main result guarantees the uniform boundedness of {𝑢𝑐}𝑐∈𝒞 and provides a Lipschitz
estimate of {𝑢𝑐}𝑐∈𝒞 with respect to the argument 𝑥. The third main result concerns with the long-
time behavior of 𝑢𝑐 with 𝑐 ∉ 𝒞 . This result was proved by using an interesting connection between
the Lax-Oleinik semigroup and the homeomorphisms of the circle.

In the last part of this paper, we apply the results we get for single Hamilton-Jacobi equations
to coupled nonlinear equations. A new existence result for viscosity solutions of

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑗(𝑥)) = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}

is obtained in this paper when the classical monotonicity condition does not hold. An important
quantity denoted by 𝜒 is proposed, which measures the strength of coupling. When 𝜒 < 1, the cou-
pled system admits viscosity solutions. The vanishing discount method is used to get the solvability
of the weakly coupled system when 𝜒 = 1.

Then we introduce a weakly coupled mean field games model of first order for 𝑘 different kinds
of major players

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) +
𝑘

∑
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 𝐹𝑖(𝑥, 𝑚1, … , 𝑚𝑘),

div(𝑚𝑖
𝜕𝐻𝑖
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥))) = 0,

∫𝑀
𝑚𝑖𝑑𝑥 = 1.

The existence of solutions of this kind of weakly coupled mean field games model is proved.

Keywords: Viscosity solutions; Hamilton-Jacobi equations; weak KAM theory
CLC code: O175.22
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符号表

diam(𝑀) 紧致无边流形𝑀 的直径

𝑑(𝑥, 𝑦) 由𝑀 上黎曼度量诱导的 𝑥和 𝑦之间的距离
‖ ⋅ ‖ 由𝑀 上黎曼度量诱导的切空间和余切空间上的范数

𝐵(𝑣, 𝑟) 切空间中以 𝑣为中心 𝑟为半径的范数球
𝐻1(𝑀, ℝ) 流形𝑀 的一阶下同调群

𝐻1(𝑀, ℝ) 流形𝑀 的一阶上同调群

𝐶(𝑀) 流形𝑀 上实数值连续函数全体

𝐶(𝑀, ℝ𝑘) 流形𝑀 到 ℝ𝑘 的向量值连续函数全体

Lip(𝑀) 流形𝑀 上 Lipschitz连续函数全体
𝐷 关于空间变量 𝑥的导数
‖ ⋅ ‖∞ 实数值或向量值函数的最大模范数

esssup𝑀 |𝑓 (𝑥)| 函数 𝑓(𝑥)的本质上确界
𝒫 (𝑋) 流形 𝑋 上 Borel概率测度全体
[𝑡] 实数 𝑡的整数部分
{𝑡} = 𝑡 (mod 1) 实数 𝑡的小数部分
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第 1章 介绍

1.1 Hamilton-Jacobi方程
Hamilton-Jacobi方程起源于经典力学 [3]，并且在若干领域有重要的作用，包括最优控制

理论 [4–7]，最优传输 [8–11]，金融市场 [12]，微分博弈 [13–14]，微分几何 [15–16]，内界面运动 [17–19]，

流体力学 [20]，相变理论 [21]，以及机器学习的参数优化 [22]。

含粘性项 𝜇𝛥𝑢的 Hamilton-Jacobi方程

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝜇𝛥𝑢(𝑥) (1.1)

可以划归为拟线性的椭圆方程。拟线性椭圆和拟线性抛物微分方程的研究则可以追溯到 O.
A. Ladyzhenskaya, H. Amann和A. Friedmann等人的工作 [23–28]。从随机最优控制的角度而言，

粘性项来自于布朗运动。对于这类方程，我们一般有全局经典解。而对于一阶非线性方程，

全局经典解通常不存在。一个简单的例子如下

|𝑢′(𝑥)| = 1, 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑢(−1) = 𝑢(1) = 0.

这里周期性边界条件等价于要求 𝑥属于单位圆周 𝕊1 ≃ [−1, 1). 显然这个方程没有经典解。如
果我们定义弱解为几乎处处满足这个方程的函数，那么这个方程的解将会有无穷多个。注

意到解的导数为 ±1，那么我们可以在 (𝑥, 𝑢)平面上用斜率为 ±1的任意折线连接 (−1, 0)和
(1, 0)，这样就得到了该方程的几乎处处解。因此几乎处处满足方程这个条件太宽泛了。自
然地，我们想通过解的稳定性得到一阶方程的合适的弱解，即在 (1.1)中令 𝜇趋于零，这一
方法被称作粘性消失方法。利用这一方法得到的解被称为粘性解。

定义 1.1 令𝑀 是一给定的光滑流形。连续函数 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ被称为非线性方程

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀 (1.2)

的粘性下解 (resp. 粘性上解)，如果对于任意 𝐶1 的试验函数 𝜙，当 𝑢 − 𝜙 在 𝑥 取得极大值
(resp. 极小值)的时候，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝜙(𝑥), 𝑢(𝑥)) ≤ 0, (resp. 𝐻(𝑥, 𝐷𝜙(𝑥), 𝑢(𝑥)) ≥ 0).

如果函数 𝑢同时是粘性上解和粘性下解，那么它被称为是方程的粘性解。

对于非线性二阶方程，例如实 Ampere-Monge方程，我们也可以类似定义粘性解 [15]。此外，

粘性解也可以在非连续函数类中定义 [7,29]。分布意义下弱解的定义依赖于分部积分，而粘性

解的概念依赖于极大值原理。当方程是线性的时候，可以证明两者的等价性 [30]。

1



第 1章 介绍

对于 (1.2)以及下面形式的 Hamilton-Jacobi方程粘性解的研究已有很长的历史

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0. (1.3)

我们称 (1.2)为定态方程，(1.3)为演化方程。在定义 1.1中将 𝑥 ∈ 𝑀换成 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 ×(0, +∞)，
令 Hamilton函数为 �̄�(𝑥, 𝑝𝑡, 𝑝𝑥, 𝑢) = 𝑝𝑡 + 𝐻(𝑥, 𝑝𝑥, 𝑢)，即可定义演化方程的粘性解。在关于粘
性解的存在性、唯一性、稳定性与长期行为，人们已有大量的相关结论 [31–34]。特别是不显

含未知函数的 Hamilton-Jacobi方程

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐺(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (1.4)

人们对它的理解已经非常透彻了，其特征线方程正是经典的 Hamilton方程 [35]

⎧⎪
⎨
⎪⎩

�̇� = 𝜕𝐺
𝜕𝑝 (𝑥, 𝑝),

̇𝑝 = − 𝜕𝐺
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑝).

(1.5)

上个世纪发展出的 Aubry-Mather理论详细刻画了 Hamilton系统的全局极小轨道，见第 1.2
节。A. Fathi在上世纪 90年代建立了弱 KAM理论，这个理论建立了 Hamilton-Jacobi方程的
粘性解理论与 Hamilton系统 Aubry-Mather理论之间的联系，见第 1.3节。之后，A. Fathi，A.
Siconolfi, A. Davini等人将 Tonelli系统的弱 KAM理论弱化到了偏微分方程的框架之下，此
时 Hamilton方程无法定义。显含未知函数的 Hamilton-Jacobi方程的特征线方程被称为接触
Hamilton方程。近期，对于接触 Hamilton方程，相应的变分原理、Aubry-Mather理论由王
楷植、王林、严军等人建立，见第 1.4节。同时，他们在非单调的框架下给出了相应的解半
群。为了约化未知函数带来的非线性约束，这一解半群是隐式定义的。利用得到的解半群，

他们对定态方程的解的存在性、解集的结构，以及演化方程的长期行为做了进一步研究。

这里我们整理一些关于 Hamilton-Jacobi方程粘性解的结论。下面令𝑀 是紧致无边的光

滑流形，𝑇 𝑀 和 𝑇 ∗𝑀 是其上的切丛和余切丛。我们对𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ提如下条件

性质 1.1 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)连续。

性质 1.2 强制性：lim‖𝑝‖→+∞(inf𝑥∈𝑀 𝐻(𝑥, 𝑝, 0)) = +∞.

性质 1.3 一致 Lipschitz：存在 𝜆 > 0使得 |𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑣)| ≤ 𝜆|𝑢 − 𝑣|对所有 (𝑥, 𝑝) ∈
𝑇 ∗𝑀 和 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ成立。

性质 1.4 凸性：对于所有 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ，𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝凸。

定理 1.1 (Perron方法) [1,36] 假设性质 1.1-1.3成立，并且存在 (1.2)的一对 Lipschitz连续的粘
性上解 𝜓 和粘性下解 𝜙，满足 𝜙 ≤ 𝜓，那么该方程存在 Lipschitz连续的粘性解。

定理 1.2 (比较原理) [37] 假设 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)连续，关于 𝑢严格单调递增，方程 (1.2)有 Lipschitz
连续的粘性解，那么对于方程 (1.2)的任意连续上解 𝜓 和连续下解 𝜙，有 𝜙 ≤ 𝜓 . 特别地，方
程 (1.2)的粘性解是唯一的。
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1.2 Aubry-Mather理论

定理 1.3 (遍历问题) [38] 当 𝐺 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ满足性质 1.1和 1.2，存在唯一的 𝑐(𝐺) ∈ ℝ使得

𝐺(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥)) = 𝑐 (1.6)

在 𝑐取 𝑐(𝐺)时有粘性解。这里的 𝑐(𝐺)被称为Mañé临界值。

定理 1.4 (长期行为) [39] 当 𝐺 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ满足性质 1.1和 1.2，并且关于 𝑝严格凸，那么对
于所有的连续初值 𝜑，Cauchy问题

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐺(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑐(𝐺), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀
(1.7)

的粘性解 𝑢(𝑥, 𝑡)随着 𝑡 → +∞一致收敛到 (1.6)的一个粘性解。

定理 1.5 (长期行为) [40] 假设𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1和 1.2，如果它对 𝑢单调非减，
对 𝑝严格凸，并且 (1.2)有解，那么对于所有的连续初值 𝜑，Cauchy问题

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀
(1.8)

的粘性解 𝑢(𝑥, 𝑡)随着 𝑡 → +∞一致收敛到 (1.2)的一个粘性解。

如果𝐻 关于 𝑝非严格凸，上述的长期行为不一定成立，例如

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + |𝐷𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑎| − 𝑎 = 0, 𝑥 ∈ 𝕊1.

当 𝑎 ≥ 1时，上述方程有时间周期的周期解 𝑢(𝑥, 𝑡) = sin(𝑥 − 𝑡).
从上面的结果可以知道，当 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) 关于 𝑢 严格单调递增，演化方程的粘性解随着

𝑡 → +∞一致收敛到定态方程的唯一粘性解。因此这类方程的粘性解的结构与长期行为是完
全清楚的。因此在这篇文章中，我们主要考虑𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢单调递减和非单调的情况。

1.2 Aubry-Mather理论
对于可积的 Hamilton系统，在作用量-角变量坐标下，相空间由不变环面分层 [3]。对于

近可积系统，即对可积系统加上的小扰动，Kolmogorov宣布了在一定非退化条件下大多数
不变环面在小扰动下仍然保持下来。这一结果后来被 Arnold和Moser在不同条件下严格证
明，因此被称为 KAM定理 [41]。这一结果被认为是上个世纪最伟大的科学发现之一，它说

明不可积系统的运动并非是完全无序的。

当扰动足够大，KAM环面开始破裂，但是依然有一些具有分型结构的不变集被保存下
来。在扭转映射理论中，这类集合被称为 Aubry-Mather集 [42]。在上世纪 90年代，J. Mather
将低维的 Aubry-Mather理论推广到了高维，现在称之为Mather理论 [43]。在低维的时候，极

小轨道有很好的序关系。而到了高维，这种序关系不复存在。因此我们不能指望在高维的

时候平均速度向量和轨道有一一对应的关系。高维的时候我们不能直接考虑轨道的极小性，

而要在平均的意义下考虑测度的极小性。Mather基于上面的思路构建了高维的Mather理论，
其中使得平均作用量函数取到极小的不变概率测度称为极小测度，其支撑集称为Mather集。
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第 1章 介绍

Aubry-Mather理论的重要意义不仅在于 Hamilton动力学，它在全局极小测地线、极小构型
理论、Lorentz几何与广义相对论、最优传输等方面也有重要作用 [8,42,44]。

令𝑀 是紧致连通光滑流形，𝑇 𝑀 是其上的切丛。我们对 𝐶2的 Lagrange函数 𝐿 ∶ 𝑇 𝑀 ×
ℝ → ℝ做如下要求：

• 周期性：𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡) = 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡 + 1).

• Tonelli条件：𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡)关于 �̇�超线性增长，即当 ‖�̇�‖ → +∞时，𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡)/‖�̇�‖ → +∞，
并且 𝐿关于 �̇�的二阶导数矩阵 𝜕2𝐿

𝜕�̇�2 是正定的。

• 相流完备，即 Euler-Lagrange方程

𝑑
𝑑𝑡(

𝜕𝐿
𝜕�̇� ) = 𝜕𝐿

𝜕𝑥

的解是整体存在的。

根据经典的结果，Euler-Lagrange方程是作用量函数

ℎ𝑡(𝑥, 𝑦) = inf
𝛾(0)=𝑥
𝛾(𝑡)=𝑦

∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝜏)𝑑𝜏

的临界方程 [3]。根据 Tonelli定理 (见命题A.1)，当𝐿满足 Tonelli条件时，上述极小在绝对连
续曲线类中取得 [45]。定义 Legendre变换 (𝑥, �̇�) ↦ (𝑥, 𝜕𝐿

𝜕�̇� )，在 Tonelli条件下可以证明这个变换
是从 𝑇 𝑀到 𝑇 ∗𝑀的微分同胚。相应地，通过 Legendre变换，我们也可以把由 Euler-Lagrange
方程定义的流变换为由 (1.5)定义的 Hamilton流。
记 𝑃 ∗ = 𝑃 ∪ ∞是 𝑃 = 𝑇 𝑀 × (ℝ/ℤ)的单点紧化。我们将 Euler-Lagrange方程生成的相

流延拓到 𝑃 ∗上，要求 Euler-Lagrange流 𝛷𝐿保持无穷远点不变。记𝔐𝐿是 𝑃 ∗上的 𝛷𝐿-不变
概率测度。Kryloff和 Bogoliuboff在 1937年指出，紧度量空间上的任意流 𝛷存在不变测度。
在这里，无穷远点的单点测度显然就是 Euler-Lagrange流的不变测度，但是这并没有什么意
义。下面的引理说明了其他的不变测度的存在性。定义测度 𝜇的平均作用量函数

𝐴(𝜇) = ∫𝑃 ∗
𝐿𝑑𝜇.

引理 1.1 存在 𝜇 ∈ 𝔐𝐿 使得 𝐴(𝜇) < +∞.

下面仍然记 𝑃 到 𝑇 𝑀上的投影为 𝑃，𝜇是其上的Borel概率测度。令 𝜂是𝑀上的光滑 1-
形式，也可以将它看作是切丛 𝑇 𝑀上的函数并且关于纤维是线性的。若 𝜇是使得𝐴(𝜇) < +∞
的 Borel概率测度，由于 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑡)超线性增长，𝜂 ∈ 𝐿1(𝜇).

引理 1.2 若 𝜂恰当并且 𝜇是 𝛷𝐿-不变测度，那么 ∫ 𝜂𝑑𝜇 = 0.

根据上面引理，我们可以引入不变测度的旋转向量的概念
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1.2 Aubry-Mather理论

定理 1.6 若 𝜇是 𝛷𝐿-不变的，对于𝑀 上所有闭的 1-形式 𝜂，存在向量 𝜌 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)满足

⟨[𝜂], 𝜌(𝜇)⟩ = ∫ 𝜂𝑑𝜇,

其中 [𝜂]为 𝜂的 de Rham上同调类，⟨⋅, ⋅⟩表示同调和上同调的内积。

若 𝑐 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)，定义

𝐴𝑐(𝜇) = 𝐴(𝜇) − ⟨𝑐, 𝜌(𝜇)⟩ = ∫(𝐿 − 𝜂)𝑑𝜇,

其中 𝜂 是𝑀 上闭的 1-形式满足 [𝜂] = 𝑐. 它定义在使得 𝐴(𝜇) < +∞的测度集上，当 𝐴(𝜇) =
+∞，记 𝐴𝑐(𝜇) = +∞. 实际上考虑平均作用量函数 𝐴𝑐 的极小值相当于考虑一个条件变分问

题。令 𝑐 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)的对偶是 ℎ ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)，现在就是要寻找满足 𝜌(𝜇) = ℎ的极小测度。
在低维的 Aubry-Mather理论中，就是要寻找旋转数 𝜔给定的 Aubry-Mather集ℳ𝜔. 既然 𝜂
闭，𝜂的积分与路径无关，由 𝐿和 𝐿 − 𝜂定义的作用量函数的极小曲线相同，因此 𝐿和 𝐿 − 𝜂
的 Euler-Lagrange流相同。由于 𝐴𝑐 下半连续，它在紧凸集𝔐𝐿 上取得极小值，记为 −𝛼(𝑐)，
这就是Mather 𝛼-函数，而Mañé临界值就是 𝛼-函数在零点的值。既然 𝛼-函数图的上方

{(𝑐, 𝑧) | 𝑧 ≥ 𝛼(𝑐), 𝑐 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)}

是凸的，𝛼-函数在𝐻1(𝑀, 𝑅)上是凸函数。考虑凸函数 𝛼-函数的凸对偶

−𝛽(ℎ) = min{𝛼(𝑐) − ⟨𝑐, ℎ⟩}.

根据定义如果 𝜇 ∈ 𝔐𝐿 并且 𝐴(𝜇) < +∞,就有

𝛽(𝜌(𝜇)) = max{⟨𝑐, 𝜌(𝜇)⟩ − 𝛼(𝑐)} ≤ 𝐴(𝜇).

下面的引理保证了 𝛽 函数是点点有限的。

引理 1.3 对于 ℎ ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)，存在 𝜇 ∈ 𝔐𝐿 使得 𝐴(𝜇) < +∞并且 𝜌(𝜇) = ℎ.

根据这个引理，我们可以得到

定理 1.7 函数 𝛼和 𝛽 互为凸对偶，点点有限且超线性增长。对于 ℎ ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)，有

𝛽(ℎ) = min{𝐴(𝜇) | 𝜇 ∈ 𝔐𝐿, 𝜌(𝜇) = ℎ},

因此我们称 𝛽(ℎ)为旋转向量 ℎ的平均极小作用量。对于 𝑐 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)，有

−𝛼(𝑐) = min𝐴𝑐(𝜇) | 𝜇 ∈ 𝔐𝐿}.

此外对于 𝜇 ∈ 𝔐𝐿，𝐴(𝜇) = 𝛽(𝜌(𝜇))当且仅当存在 𝑐 ∈ 𝐻1(𝑀, ℝ)使得 𝐴𝑐(𝜇)在 𝜇 上取得极
小，此时称 𝜇为极小测度。

记𝔐𝑐 是 𝐴𝑐 的极小不变概率测度集，显然它是紧凸集。此外，根据 Krein-Milman定理，
这个集合存在端点，这些端点是遍历测度。

5



第 1章 介绍

定义 1.2 同调类 𝑐 对应的 Mather集 ̃ℳ𝑐 定义为支撑集 supp𝔐𝑐，其中的点 𝑥满足对于 𝑥的
任意一个邻域，有 𝜇 ∈ 𝔐𝑐 使得这个邻域是正测集。

对于Mather集，有如下重要的 Lipschitz图性质

定理 1.8 投影 𝜋 ∶ ̃ℳ𝑐 → 𝑀 × (ℝ/ℤ)是单的，其逆是 Lipschitz连续的。

这个结果的证明依赖于黎曼几何中的 shortening 引理。这个定理可以看作是扭转映射里
Birkhoff 图性质的推广，它说明 Mather 集上的极小轨道的运动不是完全无序的。在后面，
我们将会从 Hamilton-Jacobi方程的角度重新叙述这一结论。
上面定义的Mather集是不够描述同宿轨和异宿轨的，以非线性摆为例，可以证明Mather

集就是双曲平衡点，而平衡点之间的同宿归并不在Mather集中。为了进一步研究全局极小
轨道，Mather进一步在高维推广了自己在扭转映射连接轨道里的工作 [46]。他引入了两类障

碍函数 𝐵𝑐 和 𝐵∗
𝑐，并且证明了在扭转映射中，当 (𝑐, 𝛼(𝑐))取到 𝛼-函数图的上方的端点的时候，

障碍函数 𝐵𝑐 就是 Peierls障碍函数。可以证明 0 ≤ 𝐵∗
𝑐 ≤ 𝐵𝑐，因此 𝐵𝑐 的零点集包含在 𝐵∗

𝑐 的

零点集里面，之后人们称 𝐵𝑐 的零点集为 Aubry集，𝐵∗
𝑐 的零点集为 Mañé集。在 Mather的

文章里，Aubry集由 regular的 𝑐-极小构型组成，现在人们称它为静态曲线。
从粘性解理论的角度而言，Hamilton函数通常满足更弱的条件，例如 𝐺(𝑝) = ‖𝑝‖，它

在 𝑝 = 0处不可导。当 Hamilton函数仅仅是连续的，相应的 Hamilton方程不能被定义。经
过 Legendre 对偶，就是相应的 Euler-Lagrange 流不能被定义。此时 𝛷𝐿-不变的概率测度是
无法被定义的。引理 1.2 中的性质可以被推广为闭测度，而 Mather 测度就是极小的闭测
度 [47]。基于此，Mather测度的概念还可以被推广到带有随机项的 Hamilton系统中，其对应
的 Hamilton-Jacobi方程含有二阶项 [48]。

1.3 弱 KAM理论
正如第 1.1 节所说，Hamilton-Jacobi 方程 (1.4) 的特征线方程就是 Hamilton 方程 (1.5)，

因此 Hamilton-Jacobi方程的粘性解理论与 Aubry-Mather理论是紧密相关的。在上个世纪九
十年代，A. Fathi建立起两者的联系，这一理论被称为弱 KAM理论 [49–50]。

下面我们从 Fathi的观点重新定义 Mather理论中的一系列集合，其出发点即寻找系统
不变集的 Hamiltom-Jacobi方法。

定理 1.9 (Hamilton-Jacobi 方法) 令 𝜂 是 𝑀 上的闭 1-形式，若 𝐺(𝑥, 𝑝) 在 𝜂 的 Lagrange 图
𝐺𝜆 ∶= {(𝑥, 𝜂𝑥)}上是常数，那么这个图在 (1.5)定义的 Hamilton流下不变。

从辛几何的角度来说，一个光滑闭形式的图像给出了一个水平的 Lagrange子流形。令 𝐿𝜂 =
𝐿 − 𝜂，相应的 Hamilton函数𝐻𝜂(𝑥, 𝑝) = 𝐻(𝑥, 𝜂 + 𝑝)，此时考虑 Hamilton函数𝐻𝜂 就相当于

把同调类 [𝜂]置于零了。下面我们只考虑 [𝜂] = 0的情形。
如前所述，经典的 KAM定理给出的不变环面是方程 (1.6)的经典解 𝑢(𝑥)的 Lagrange图

𝐺𝑢 = {(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥))}. 正如 Aubry-Mather集给出的是同调方程的弱解，弱 KAM理论给出的是
Hamilton-Jacobi方程的粘性 (弱)解，相应的 Lagrange图只能是伪图 [51]。

下面我们假设 𝐺 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ是 𝐶2 的，并且满足 Tonelli条件

性质 1.5 𝐺(𝑥, 𝑝)关于 𝑝的二阶导数矩阵 𝜕2𝐺
𝜕𝑝2 是正定的，并且 𝐺(𝑥, 𝑝)关于 𝑝是超线性增长的。
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1.3 弱 KAM理论

相应的 Lagrange函数定义为 𝐺的 Legendre对偶

𝐿(𝑥, �̇�) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
{⟨�̇�, 𝑝⟩𝑥 − 𝐺(𝑥, 𝑝)},

其中 ⟨⋅, ⋅⟩𝑥 表示切空间和余切空间之间的内积。可以证明相应的 Lagrange函数 𝐿(𝑥, �̇�)也是
满足 Tonelli条件的，即是 𝐶2 的，对 �̇�正定且超线性增长 [4]。

下面我们不加证明地给出弱 KAM理论中的若干概念与结论，包括被控制函数、校准曲
线、弱 KAM解、Lax-Oleinik半群与共轭对。值得说明的是，从 overlapping伪图的动力学
的角度，我们也可以描述 Aubry集和Mañé集 [51]，这与本节所叙述的观点是等价的。

定义 1.3 (被控制函数)令 𝑢 ∶ 𝑈 → ℝ，𝑐 ∈ ℝ，称 𝑢在 𝑈 上被 𝐿 + 𝑐 控制，记为 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐，
是指对于任意连续分段 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑈，有

𝑢(𝛾(𝑏)) − 𝑢(𝛾(𝑎)) ≤ ∫
𝑏

𝑎
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠 + 𝑐(𝑏 − 𝑎).

若 𝑈 = 𝑀，则称 𝑢被 𝐿 + 𝑐 控制。

定义 1.4 (校准曲线)令 𝑢 ∶ 𝑈 → ℝ是函数，𝑐 ∈ ℝ是常数，𝑈 ⊂ 𝑀 . 称连续分段 𝐶1 曲线

𝛾 ∶ 𝐼 → 𝑈 是 (𝑢, 𝐿, 𝑐)-校准的，如果对于任意 𝑡 ≤ 𝑡′ ∈ 𝐼，有

𝑢(𝛾(𝑡′)) − 𝑢(𝛾(𝑡)) = ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠 + 𝑐(𝑡′ − 𝑡).

校准曲线的每一段都是校准的。

命题 1.1 假设 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐，那么任何连续分段 𝐶1 的 (𝑢, 𝐿, 𝑐)-校准曲线 𝛾 ∶ 𝐼 → 𝑈 必定是连
续分段 𝐶1 曲线类中的极小曲线，因此是 𝐶2 临界曲线。

定义 1.5 (弱 KAM解)方程 (1.6)的负向 (resp. 正向)弱 KAM解是函数 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ，使得
存在 𝑐 ∈ ℝ，满足

(1) 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐；

(2) 对于任一 𝑥 ∈ 𝑀，我们可以找到一条 (𝑢, 𝐿, 𝑐)-校准 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝑀 (resp.
𝛾 ∶ [0, +∞) → 𝑀)满足 𝛾(0) = 𝑥.

记负向 (resp. 正向)弱 KAM解为 𝑢− (resp. 𝑢+)，其构成的集合为 𝒮− (resp. 𝒮+).

命题 1.2 对于连续函数 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ，下面叙述是等价的：

(1) 𝑢是 (1.6)的粘性下解；

(2) 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐；

(3) 𝑢是 (1.6)的几乎处处下解。

定义 1.6 Mañé临界值定义为

𝑐(𝐺) = inf{𝑐 ∈ ℝ | ∃𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ, 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐}.
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命题 1.3 记 𝐿 是 𝑀 上 Tonelli 的 Lagrangian，𝑢 ∶ 𝑈 → ℝ 是连续函数，𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐，𝛾 ∶
[𝑎, 𝑏] → 𝑈 是 (𝑢, 𝐿, 𝑐)-校准曲线，有

(1) 若对于 𝑡，𝐷𝑢在 𝛾(𝑡)上存在，那么

𝐷𝑢(𝛾(𝑡)) = 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾(𝑡), ̇𝛾(𝑡)), 𝐻(𝛾(𝑡), 𝐷𝑢(𝛾(𝑡))) = 𝑐.

(2) 对于所有 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)，𝑢在 𝛾(𝑡)上的导数存在。

定义 1.7 (极小作用量)定义函数 ℎ𝑡 ∶ 𝑀 × 𝑀 → ℝ为

ℎ𝑡(𝑥, 𝑦) = inf
𝛾 ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠,

其中极小在连续分段 𝐶1 曲线类中取。称上述函数为极小作用量函数。

定义 1.8 (Lax-Oleinik半群)给定 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，𝑡 > 0. 定义 𝑇 −
𝑡 𝜑为

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠} ,

其中极小在满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的绝对连续曲线类中取。再由极小作用量函数的定义，有

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝑦∈𝑀
(𝜑(𝑦) + ℎ𝑡(𝑦, 𝑥)).

算子全体 (𝑇 −
𝑡 )𝑡≥0 称为 Lax-Oleinik半群。

引理 1.4 𝑇 −
𝑡 关于 ‖ ⋅ ‖∞ 是非扩张的，即 ‖𝑇 −

𝑡 𝑢 − 𝑇 −
𝑡 𝑣‖∞ ≤ ‖𝑢 − 𝑣‖∞.

引理 1.5 𝑇 −
𝑡 将 𝐶(𝑀)映到自身，有下述性质：

(1) lim𝑡→0 𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝜑.

(2) (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 −
𝑡 𝑢(𝑥)在 [0, +∞) × 𝑀 上连续，在 (0, +∞) × 𝑀 上局部 Lipschitz.

(3) 对于 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)和 𝑥 ∈ 𝑀，𝑡 > 0，我们可以找到连续分段 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 满

足 𝛾(𝑡) = 𝑥并且
𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝛾(0)) + ℎ𝑡(𝛾(0), 𝑥).

(4) 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐 当且仅当 𝑇 −
𝑡 𝑢 + 𝑐𝑡 ≤ 𝑢.

定理 1.10 函数 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)是 (1.7)的唯一粘性解。

命题 1.4 对于连续函数 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ，下面叙述是等价的：

(1) 𝑢是 (1.6)的粘性解；

(2) 𝑇 −
𝑡 𝑢 + 𝑐𝑡 = 𝑢；

(3) 𝑢是 (1.6)的负向弱 KAM解。
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定义 1.9 (正向 Lax-Oleinik 半群) 若 𝐿 ∶ 𝑇 𝑀 → ℝ 是一个 Lagrange 函数，定义它的对称
Lagrange 函数为 �̌�(𝑥, 𝑣) = 𝐿(𝑥, −𝑣). 相应的 Lax-Oleinik 半群记为 ̌𝑇 −

𝑡 . 定义 𝐿 对应的正向
Lax-Oleinik半群为 𝑇 +

𝑡 𝜑 = − ̌𝑇 −
𝑡 (−𝜑)，容易证明它满足

𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) = sup

𝛾 {𝜑(𝛾(𝑡)) − ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠} .

命题 1.5 对于连续函数 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ，下面叙述是等价的：

(1) −𝑢是 𝐺(𝑥, −𝐷𝑢) = 𝑐 的粘性解；

(2) 𝑇 +
𝑡 𝑢 − 𝑐𝑡 = 𝑢；

(3) 𝑢是 (1.6)的正向弱 KAM解。

命题 1.6 令 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ是连续函数，下述情形等价：

(1) 𝑢是 𝐶1 的并且属于 𝒮−.

(2) 𝑢是 𝐶1 的并且属于 𝒮+.

(3) 𝑢属于 𝒮− ∩ 𝒮+.

(4) 𝑢是 𝐶1 的并且 𝐺(𝑥, 𝐷𝑢) = 𝑐，∀𝑥 ∈ 𝑀 .

我们如第 1.2节那样，定义Mather测度为极小不变测度。Mather集 ̃ℳ为这些极小测度

的支撑集。记投影 𝜋 ∶ 𝑇 𝑀 → 𝑀，ℳ = 𝜋( ̃ℳ)为投影Mather集。注意到这里我们已经将上
同调类 𝑐设为了零，因此我们考虑的是如下的变分问题

𝑐(𝐺) = − inf
𝜇 ∫𝑇 𝑀

𝐿𝑑𝜇,

我们首先从粘性解的角度重新叙述定理 1.8。

定理 1.11 如果函数 𝑢 ∈ 𝐶(𝑀)满足 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐(𝐺)，那么它在投影Mather集上处处可微，并
且对于 (𝑥, �̇�) ∈ ̃ℳ，有

𝐷𝑢(𝑥) = 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�).

映射ℳ → 𝑇 ∗𝑀，𝑥 ↦ (𝑥, 𝐷𝑢)是局部 Lipschitz连续的，其 Lipschitz常数独立于 𝑢的选取。

定理 1.12 如果两个弱 KAM解在投影Mather集上相等，则它们处处相等。

Fathi注意到，可以用正负向弱 KAM解组成的共轭对重新刻画 Aubry集和Mañé集。反
过来，利用这些不变集，我们也可以进一步刻画 Hamilton-Jacobi方程的粘性解。

定理 1.13 (共轭对的存在性)设函数 𝑢满足 𝑢 ≺ 𝐿 + 𝑐(𝐺)，那么，存在唯一的负向弱 KAM
解 𝑢− (resp. 𝑢+)，在投影Mather集ℳ上 𝑢 = 𝑢− (resp. 𝑢 = 𝑢+). 进一步有

(1) 𝑢+ ≤ 𝑢 ≤ 𝑢+.
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(2) 若 𝑢1
− ∈ 𝒮− (resp. 𝑢1

+ ∈ 𝒮+)满足 𝑢 ≤ 𝑢1
− (resp. 𝑢1

+ ≤ 𝑢)，那么 𝑢− ≤ 𝑢1
− (resp. 𝑢1

+ ≤ 𝑢+).

(3) 𝑢− = lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢 + 𝑐(𝐺)𝑡，𝑢+ = lim𝑡→+∞ 𝑇 +

𝑡 𝑢 − 𝑐(𝐺)𝑡.

定义 1.10 (共轭对)对于任何 𝑢− ∈ 𝒮−，存在唯一 𝑢+ ∈ 𝒮+ 在投影Mather集上两者相等。一
对函数 (𝑢−, 𝑢+)称为是共轭的，如果 𝑢± ∈ 𝒮± 且在投影Mather集上 𝑢− = 𝑢+.

定义 1.11 (集合 ℐ(𝑢−,𝑢+))考虑共轭对 (𝑢−, 𝑢+)，定义

ℐ(𝑢−,𝑢+) = {𝑥 ∈ 𝑀 | 𝑢−(𝑥) = 𝑢+(𝑥)}.

命题 1.7 记投影 𝜋 ∶ 𝑇 𝑀 → 𝑀，𝛷𝑡
𝐿 为给定时间 𝑡 相应的 Euler-Lagrange 流。对于每点

𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+)，存在临界曲线 𝛾 ∶ (−∞, +∞) → 𝑀，𝛾(0) = 𝑥， ̇𝛾(0) = 𝑣，使得对于 𝑡 ∈ ℝ，有
𝑢−(𝜋 ∘ 𝛷𝑡

𝐿(𝑥, 𝑣)) = 𝑢+(𝜋 ∘ 𝛷𝑡
𝐿(𝑥, 𝑣))并且

∀𝑡 ≤ 𝑡′ ∈ ℝ, 𝑢±(𝛾(𝑡′)) − 𝑢±(𝛾(𝑡)) = ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠 + 𝑐(𝐺)(𝑡′ − 𝑡).

从而，𝑢±在 ℐ(𝑢−,𝑢+)上处处可微，并且在同一点具有同样的导数。此外有只依赖于 𝐿的常数
𝐾 使得截面 ℐ(𝑢−,𝑢+) → 𝑇 ∗𝑀，𝑥 ↦ 𝐷𝑢− = 𝐷𝑢+ 具有不大于 𝐾 的 Lipschitz常数。

定义 1.12 (集合 ̃ℐ(𝑢−,𝑢+))若 (𝑢−, 𝑢+)是一对共轭函数，定义集合

̃ℐ(𝑢−,𝑢+) = {(𝑥, 𝑣) | 𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+), 𝐷𝑢− = 𝐷𝑢+ = 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, 𝑣)} ⊂ 𝑇 𝑀.

命题 1.8 若 (𝑢−, 𝑢+) 是一对共轭函数，投影 𝜋 ∶ 𝑇 𝑀 → 𝑀 诱导了一个 bi-Lipschitz 同胚
̃ℐ(𝑢−,𝑢+) → ℐ(𝑢−,𝑢+). 集合 ̃ℐ(𝑢−,𝑢+) 是在 Euler-Lagrange流下不变的紧致集，包含 Mather集。若

(𝑥, 𝑣) ∈ ̃𝐼(𝑢−,𝑢+)，对于 𝑡 ∈ ℝ，我们有 𝑢−(𝜋 ∘ 𝛷𝑡
𝐿(𝑥, 𝑣)) = 𝑢+(𝜋 ∘ 𝛷𝑡

𝐿(𝑥, 𝑣))并且

∀𝑡 ≤ 𝑡′ ∈ ℝ, 𝑢±(𝜋 ∘ 𝛷𝑡′

𝐿(𝑥, 𝑣)) − 𝑢±(𝜋 ∘ 𝛷𝑡
𝐿(𝑥, 𝑣)) = ∫

𝑡′

𝑡
𝐿(𝛷𝑠

𝐿(𝑥, 𝑣))𝑑𝑠 + 𝑐(𝐺)(𝑡′ − 𝑡).

定义 1.13 (Mañé集) Mañé集定义为

̃𝒩 = ⋃
(𝑢−,𝑢+)

̃ℐ(𝑢−,𝑢+),

其中并取所有的共轭对。

定理 1.14 Mañé集 ̃𝒩 是 𝑇 𝑀 中的紧子集，在 Euler-Lagrange流下不变，并且 ̃ℳ ⊂ ̃𝒩 .

定义 1.14 (Aubry集) Aubry集定义为

̃𝒜 = ⋂
(𝑢−,𝑢+)

̃ℐ(𝑢−,𝑢+),

其中交取所有的共轭对。投影 Aubry集为 𝒜 = 𝜋( ̃𝒜).

定理 1.15 Aubry集 ̃𝒜 紧，满足 ̃ℳ ⊂ ̃𝒜 . ̃𝒜0 在 Euler-Lagrange流 𝜙𝑡 下不变。存在共轭对

(𝑢−, 𝑢+)使得 ̃𝒜 = ̃ℐ(𝑢−,𝑢+). 投影 𝜋 诱导了从 Aubry集到投影 Aubry集上的 bi-Lipschitz同胚。
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1.4 接触 Hamilton系统

如 1.2小节所述，投影 Aubry集是一类障碍函数的零点集，我们重新叙述如下

定义 1.15 (Peierls势) Peierls势 ℎ ∶ 𝑀 → ℝ，定义为

ℎ(𝑥, 𝑦) = lim inf
𝑡→+∞

ℎ𝑡(𝑥, 𝑦) + 𝑐(𝐺)𝑡.

定理 1.16 令 𝑥 ∈ 𝑀，𝑥 ∈ 𝒜 当且仅当 ℎ(𝑥, 𝑥) = 0.

下面的定理说明投影 Aubry集是阻碍全局严格粘性下解存在的区域。事实上，可以证
明 (1.6)存在光滑下解，并且在投影 Aubry集之外是严格的 [52]。

定理 1.17 令 𝑥 ∈ 𝒜，那么

(1) 对于 (1.6)的任意粘性下解 𝑢和 𝑣，有 𝐺(𝑥, 𝐷𝑢) = 𝐶(𝐺)，并且 𝐷𝑢 = 𝐷𝑣；

(2) 对于 (1.6)的任意粘性下解 𝑢，存在唯一的校准曲线 𝛾 ∶ (−∞, +∞) → 𝒜，𝛾(0) = 𝑥，使
得对于 𝑡 < 𝑡′，有

𝑢(𝛾(𝑡′)) − 𝑢(𝛾(𝑡)) = ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠 + 𝑐(𝐺)(𝑡′ − 𝑡).

(3) 对于 (1.6)的任意粘性解 𝑢和 𝑣，如果它们在 𝒜 上相等，那么它们在𝑀 上相等。

1.4 接触 Hamilton系统
在第 1.2和 1.3小节，我们介绍的理论主要考察的是不显含未知函数的 Hamilton-Jacobi

方程 (1.4)和 (1.6). 在本文中，我们研究的主要对象就是显含未知函数的 Hamilton-Jacobi方
程 (1.2)和 (1.3)，当 Hamilton函数足够光滑，其特征线方程称为接触 Hamilton方程 [35]

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

�̇� = 𝜕𝐻
𝜕𝑝 (𝑥, 𝑝, 𝑢),

̇𝑝 = −𝜕𝐻
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑝, 𝑢) − 𝜕𝐻

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑝, 𝑢)𝑝,

̇𝑢 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ⋅ 𝑝 − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢).

(1.9)

接触 Hamilton方程定义的相流在接触流形 𝑇 ∗𝑀 × ℝ上生成了一个共形的接触变换。基于接
触 Hamilton系统和 Hamilton-Jacobi方程的联系，我们称 (1.2)和 (1.3)为接触型的 Hamilton-
Jacobi方程。接触 Hamilton系统近期在物理学的各个方面受到了关注，例如天体力学，经典
与量子力学，热力学等等 [53–57]。

我们的方法受到接触Hamilton系统相关工作的启发。在 [58]中，作者给出了接触Hamil-
ton方程对应的变分原理。基于此，[59]研究了显含未知函数的 Hamilton-Jacobi方程，并且
给出了演化方程粘性解的半群表示，以及遍历问题的解 (𝑐, 𝑢−(𝑥))的存在性。[60]进一步研
究了单调递增情形接触系统的 Aubry-Mather理论，给出了粘性解集合的细致刻画。在传统
偏微分方程角度，由于缺乏比较定理，单调递减系统的粘性解集是非常复杂的。在 [61]中，
作者进一步对单调递减的系统进行研究，给出了粘性解集合的细致刻画。需要指出的是，为

了保证极小曲线的 𝐶1正则性，[58]假设𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)具有 𝐶3的光滑性，因此基于变分原理的

系列工作都要求𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)具有足够高的光滑性。

11



第 1章 介绍

同时，基于 G. Herglotz的工作，[62–63]也给出了和 [58]相等价的变分原理。这类变分
原理和非完整约束有关。基于这类变分原理，我们也能给出 (1.3)粘性解的表示公式。
下面我们给出接触 Hamilton系统以及接触型 Hamilton-Jacobi方程的已有结论。在本小

节中，我们假设𝑀 是紧致连通的光滑流形，并且𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ是 𝐶3 的，满足

性质 1.6 正定性：对于所有 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ，二阶导数矩阵 𝜕2𝐻
𝜕𝑝2 (𝑥, 𝑝, 𝑢)是正定的。

性质 1.7 增长性：对于所有 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ，𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)对于 𝑝是超线性的。

性质 1.8 一致 Lipschitz：存在 𝜆 > 0使得对于所有的 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∈ 𝑇 ∗𝑀 ×ℝ，有 | 𝜕𝐻
𝜕𝑢 (𝑥, 𝑝, 𝑢)| ≤ 𝜆.

显然当 𝐺 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ是 𝐶3 的，并且满足 Tonelli条件，即性质 1.5时，打折 Hamilton
函数 𝜆𝑢 + 𝐺(𝑥, 𝑝)就是一个满足性质 1.6-1.8的接触 Hamilton函数。打折 Hamilton-Jacobi方
程是一类特殊且重要的接触型 Hamilton-Jacobi方程，关于它的粘性解的相关结论，可以参
见 [47, 64–65]. 特别地，对于打折 Hamilton函数，(1.9)的前两式与第三式不耦合，即

⎧⎪
⎨
⎪⎩

�̇� = 𝜕𝐺
𝜕𝑝 (𝑥, 𝑝),

̇𝑝 = −𝜕𝐺
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑝) − 𝜆𝑝.

上述方程的相流在辛流形 𝑇 ∗𝑀 上定义了一个共形辛映射，因此对这类系统的研究被称为共

形辛动力学。在经典力学中，这类系统可以描述与速度成正比的摩擦力，摩擦系数就是 𝜆.
对于𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ，我们通过凸对偶定义相应的 Lagrange函数

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
{⟨�̇�, 𝑝⟩𝑥 − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)},

其中 ⟨⋅, ⋅⟩表示切空间和余切空间之间的内积。既然𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)满足性质 1.6-1.8，𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)满
足相对应的下列性质

性质 1.9 正定性：对于所有 (𝑥, �̇�, 𝑢) ∈ 𝑇 𝑀 × ℝ，二阶导数矩阵 𝜕2𝐿
𝜕�̇�2 (𝑥, �̇�, 𝑢)是正定的。

性质 1.10 增长性：对于所有 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ，𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)对于 �̇�是超线性的。

性质 1.11 一致 Lipschitz：存在 𝜆 > 0使得对于所有的 (𝑥, �̇�, 𝑢) ∈ 𝑇 𝑀 ×ℝ，有 | 𝜕𝐿
𝜕𝑢 (𝑥, �̇�, 𝑢)| ≤ 𝜆.

定理 1.18 (隐式变分原理) [58] . 对于任意给定的 𝑥0 ∈ 𝑀 和 𝑢0 ∈ ℝ，存在一个定义在𝑀 ×
(0, +∞)上的连续函数 ℎ𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)，满足

ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡) = 𝑢0 + inf

𝛾(𝑡)=𝑥
𝛾(0)=𝑥0

∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), ℎ𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝜏), 𝜏))d𝜏, (1.10)

这里极小曲线是在 Lipschitz连续曲线 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 中取的，并且可以取到。令 𝛾 是 (1.10)
对应的 Lipschitz连续的极小曲线，令

𝑥(𝑠) ∶= 𝛾(𝑠), 𝑢(𝑠) ∶= ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥(𝑠), 𝑠), 𝑝(𝑠) ∶= 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), �̇�(𝑠)).

那么 (𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑝(𝑠))在 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡) = 𝑥和 lim𝑠→0− 𝑢(𝑠) = 𝑢0 下满足方程 (1.9).
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1.4 接触 Hamilton系统

我们称函数 (𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ↦ ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡) 为隐式的作用量函数。下面列举隐式作用量函数

ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)的若干有用性质。

引理 1.6 (单调性 I) [58] . 对于任意给定的 𝑥0 ∈ 𝑀 以及 𝑢1, 𝑢2 ∈ ℝ，有

𝑢1 < 𝑢2 ⇒ ℎ𝑥0,𝑢1
(𝑥, 𝑡) < ℎ𝑥0,𝑢2

(𝑥, 𝑡), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

引理 1.7 (单调性 II) [59] . 给定两个满足性质 1.9-1.11的 Lagrange函数 𝐿1 和 𝐿2, 𝑥0 ∈ 𝑀 以

及 𝑢0 ∈ ℝ,如果 𝐿1 < 𝐿2，那么对于所有 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞)，ℎ𝐿1
𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡) < ℎ𝐿2

𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡)，其中
ℎ𝐿𝑖

𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡)表示关于 𝐿𝑖 的隐式作用量函数，𝑖 = 1, 2.

引理 1.8 (Markov性质) [58] . 对于任意给定的 𝑥0 ∈ 𝑀 和 𝑢0 ∈ ℝ，有

ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡 + 𝑠) = inf

𝑦∈𝑀
ℎ𝑦,ℎ𝑥0,𝑢0 (𝑦,𝑡)(𝑥, 𝑠), ∀𝑡, 𝑠 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝑀.

此外，极小在 𝑦取到当且仅当存在 ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡 + 𝑠)的极小曲线 𝛾 满足 𝛾(𝑡) = 𝑦.

引理 1.9 (局部 Lipschitz 连续) [59] . 给定 𝑎, 𝑏, 𝛿, 𝑇 ∈ ℝ 满足 𝑎 < 𝑏 和 0 < 𝛿 < 𝑇，函数
(𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ↦ ℎ𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)在 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 上 Lipschitz连续，其中

𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 ∶= 𝑀 × [𝑎, 𝑏] × 𝑀 × [𝛿, 𝑇 ]. (1.11)

对于 𝑐 ∈ ℝ，既然 𝐿 + 𝑐满足关于 𝐿的所有条件，上面基于 𝐿得到的所有结论对于 𝐿 + 𝑐
依然成立。记 ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)是 𝐿 + 𝑐 对应的隐式作用量函数。

引理 1.10 (单调性 III) [59] . 给定 𝑥0 ∈ 𝑀 , 𝑢0 ∈ ℝ以及 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ，如果 𝑐1 < 𝑐2，那么对于所

有 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞)，有 ℎ𝑐1
𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡) < ℎ𝑐2

𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡).

引理 1.11 [59] 给定 𝑎, 𝑏, 𝛿, 𝑇 ∈ ℝ满足 𝑎 < 𝑏和 0 < 𝛿 < 𝑇，对于所有 (𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 和

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ，有
|ℎ𝑐1

𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡) − ℎ𝑐2
𝑥0,𝑢0 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑒𝜆𝑡𝑡|𝑐1 − 𝑐2| ≤ 𝑒𝜆𝑇 𝑇 |𝑐1 − 𝑐2|,

其中 𝜆是性质 1.11中给出的常数。

定理 1.19 (解半群) [59] . 定义隐式半群 {𝑇 −
𝑡 }𝑡≥0 ∶ 𝐶(𝑀) → 𝐶(𝑀)为

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))d𝜏} ,

其中极小在满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的 Lipschitz连续曲线 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 上取，并且可以取得。对于任

意 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，函数 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)是演化方程 (1.3)在初值条件 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥)下的唯一粘

性解。此外，

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝑦∈𝑀
ℎ𝑦,𝜑(𝑦)(𝑥, 𝑡), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, +∞),

其中 ℎ是定理 1.18中定义的隐式作用量函数。

引理 1.12 [59] 给定 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑀, ℝ)，有
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第 1章 介绍

(1) 如果 𝜑 < 𝜓，那么对于 𝑡 ≥ 0，有 𝑇 −
𝑡 𝜑 < 𝑇 −

𝑡 𝜓 .

(2) 函数 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)在𝑀 × (0, +∞)上局部 Lipschitz连续。

类似于定义 1.5，我们定义 (1.2)的弱 KAM解。

定义 1.16 函数 𝑢 ∈ 𝐶(𝑀)被称为 (1.2)的负向 (resp. 正向)弱 KAM解，如果

(i) 对所有分段 𝐶1 的曲线 𝛾 ∶ [𝑡1, 𝑡2] → 𝑀，有

𝑢(𝛾(𝑡2)) − 𝑢(𝛾(𝑡1)) ≤ ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

(ii) 对每个 𝑥 ∈ 𝑀，存在 𝐶1曲线 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝑀 (resp. 𝛾 ∶ [0, +∞) → 𝑀)满足 𝛾(0) = 𝑥
使得

𝑢(𝑥) − 𝑢(𝛾(𝑡)) = ∫
0

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 < 0.

(resp.
𝑢(𝛾(𝑡)) − 𝑢(𝑥) = ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 > 0).

与命题 1.4和 1.5相类似地，我们可以证明方程 (1.2)的负向弱 KAM解和粘性解等价，并且
是半群 𝑇 −

𝑡 的不动点
[60]。

1.5 证明难点与本文结构

在本文中，我们将在一般的偏微分方程假设下考虑接触型 Hamilton-Jacobi方程，即假
设𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)满足第 1.1小节中提到的性质 1.1-1.4. 在 Hamilton-Jacobi方程的粘性解理论中，
粘性解的存在性由 Perron方法保证，唯一性由比较原理保证。这两者都需要方程关于未知
函数的单调递增性质。本课题试图突破方程关于未知函数单调依赖这一假设，在非单调的

框架下给出相应的解半群，并且利用解半群研究定态方程解集的结构和演化方程解的长期

行为。证明的难点在于：

• 本文在Hamilton函数仅仅连续的假设下考虑接触型Hamilton-Jacobi方程。对比Tonelli
条件下已有的结果，此时接触Hamilton方程 (1.9)不能定义。因此，对于极小轨道，我
们不能通过动力学的方法得到相应的紧性。而这类紧性在以前的工作中是关键的步

骤，见 [59]引理 2.1. 特别地，此时半群的极小曲线将没有 𝐶1的正则性。因此，我们

将结合一维变分学的方法与偏微分方程的方法进行分析。

• 对比不显含未知函数，但是Hamilton函数连续的情形 [39,66]，Lagrange函数 �̄�(𝑥, �̇�, 𝑡) ∶=
𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢(𝑥, 𝑡))是非自治的，其中 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (1.3)的粘性解。由于 Lavrentiev现象 [67]，证

明 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)极小曲线的 Lipschitz连续性是困难的。这里极小曲线 Lipschitz连续性的证

明主要基于 P. Bettlol和 C. Mariconda近期的工作，见附录 A。

在 Hamilton-Jacobi方程粘性解的经典理论中，成熟的方法需要 Hamilton函数满足一个
“恰当的”条件，即关于未知函数单调递增。这里我们进一步考虑了关于未知函数单调递减，

以及非单调的情形，给出了定态方程的解的存在性、解集的结构，以及演化方程的长期行为

的细致刻画。此外，本文应用这些结论，突破了弱耦合的 Hamilton-Jacobi方程组中的单调
性假设，给出方程组粘性解的一个新的存在性定理。本文的结构如下：
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1.5 证明难点与本文结构

- 在第 2章，我们考虑𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢一致 Lipschitz的情形，得到若干关于一般接触
型 Hamilton-Jacobi方程的结论，包括类似于定理 1.19给出的隐式半群表示，(1.2)粘
性解存在的一个充分条件，以及关于 (1.2)特定粘性解 𝑢−的投影 Aubry集的概念。基
于给出的隐式半群，我们可以进一步研究定态方程的解的存在性、解集的结构，以及

演化方程的长期行为。

- 在第 3章，我们将第 2章得到的结论应用于 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢单调递增和单调递减的
情形。对于单调递增情形，我们定义了投影 Aubry集与共轭对，并且刻画了 (1.2)粘
性解集合的结构。对于单调递减情形，我们得到了 (1.2)粘性解集合的若干性质，包
括 Sobolev范数 ‖ ⋅ ‖𝑊 1,∞ 意义下的一致有界性，以及关于 Aubry集邻域的比较定理。
此外，我们详细刻画了 (1.3)粘性解的长期行为。

- 在第 4 章，我们将第 2 章得到的结论应用于 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) 关于 𝑢 非单调的情形，包括
𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)对 𝑢周期依赖，以及广义打折 Hamilton函数 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) = 𝜆(𝑥)𝑢 + 𝐺(𝑥, 𝑝)打
折项系数 𝜆(𝑥)变号的情形。

- 在第 5 章，我们将第 3 章得到的结论应用于耦合的非线性方程组，包括弱耦合的
Hamilton-Jacobi方程组，以及多参与者的平均场博弈模型。

- 在第 6章，我们给出两个有待探索的研究对象：(1)弱耦合的 Hamilton-Jacobi方程组；
(2)带粘性项的二阶 Hamilton-Jacobi方程。

本文通过研究不满足“恰当”条件的 Hamilton-Jacobi 方程，在理论上揭示了接触型
Hamilton-Jacobi 方程、接触 Hamilton 系统与不显含未知函数的 Hamilton-Jacobi 方程、经
典的 Hamilton系统之间的本质区别。从物理的角度来看，在反应-扩散系统中，关于未知函
数的不同依赖性体现出系统内在的耗散与激励效应。本文得到的这些结论在反应-扩散方程，
以及微分博弈方面也有潜在的实际应用。
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第 2章 一般理论

2.1 主要结论

本章的主要目的在于削弱 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) 的正则性要求，此时接触 Hamilton 方程不能被定
义。在本文中，我们假设接触 Hamilton函数 𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足 1.1小节给出的性质
1.1-1.4. 定义相应的 Lagrange函数

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
(⟨�̇�, 𝑝⟩ − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢))

由于𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝只是强制增长的，𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)可能取值为 +∞. 它的定义域为

dom(𝐿) ∶= {(𝑥, �̇�, 𝑢) ∈ 𝑇 𝑀 × ℝ | 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�) < +∞}.

参照 [39]的命题 2.7，可以证明相应的 Lagrange函数

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
(⟨�̇�, 𝑝⟩ − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢))

满足下列性质：

性质 2.1 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)关于 �̇�下半连续，并且在 dom(𝐿)的内部连续。

性质 2.2 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)对 �̇�凸，for any (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ.

性质 2.3 一致 Lipschitz：存在 𝜆 > 0使得 |𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)−𝐿(𝑥, �̇�, 𝑣)| ≤ 𝜆|𝑢−𝑣|对所有 (𝑥, �̇�) ∈ 𝑇 𝑀
和 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ成立。

性质 1.2等价于下面论述：对每个𝑅 > 0，存在𝐾 > 0使得对于任意 |𝑢| < 𝑅和 ‖𝑝‖ > 𝐾，
有𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) > 𝑅. 实际上，根据性质 1.2，对每个 𝑅 > 0，存在 𝐾 > 0使得对于 ‖𝑝‖ > 𝐾，有
𝐻(𝑥, 𝑝, 0) > (1 + 𝜆)𝑅. 根据性质 1.3，对 |𝑢| < 𝑅有

𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) ≥ 𝐻(𝑥, 𝑝, 0) − 𝜆|𝑢| > 𝑅.

此外，定义域 dom(𝐿)与 𝑢无关。具体来说，对于 (𝑥, �̇�) ∈ 𝑇 𝑀，如果对于给定的 𝑢0 ∈ ℝ有
𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢0) < +∞，那么对所有 𝑢 ∈ ℝ有

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) ≤ sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
{⟨�̇�, 𝑝⟩ − 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢0)} + 𝜆|𝑢 − 𝑢0|

= 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢0) + 𝜆|𝑢 − 𝑢0| < +∞.

因此

dom(𝐿) = {(𝑥, �̇�) ∈ 𝑇 𝑀 | 𝐿(𝑥, �̇�, 0) < +∞)} × ℝ.
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2.1 主要结论

2.1.1 隐式半群表示

我们首先考虑下面 Cauchy问题的粘性解

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀
(2.1)

定理 2.1 假设𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4，那么下面的负向解半群算子

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))d𝜏} , (2.2)

是良定义的，它的极小曲线在满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的绝对连续曲线类中取得。此外

(i) 如果初值 𝜑是连续的，那么 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)表示 (2.1)的唯一连续粘性解。

(ii) 如果 𝜑是 Lipschitz的，那么 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)在𝑀 × [0, +∞)上 Lipschitz连续。

定义 2.1 定义正向半群

𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) = sup

𝛾(0)=𝑥 {𝜑(𝛾(𝑡)) − ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏} . (2.3)

经过与 [60]命题 2.8类似的讨论，我们可以得到 𝑇 +
𝑡 𝜑 ∶= − ̄𝑇 −

𝑡 (−𝜑)，其中 ̄𝑇 −
𝑡 是 𝐿(𝑥, −�̇�, −𝑢)

对应的负向隐式半群。

根据定理 2.1，如果 𝑇 −
𝑡 存在不动点，那么它们是方程 (1.2)的粘性解。

2.1.2 定态方程解的存在性

方程 (1.2)的粘性解的存在性由定理 1.1保证。而应用这个定理，我们需要构造具有序
关系的粘性上解和粘性下解。在本小节，我们给出 (1.2)粘性解存在性的另一个充分条件。

定理 2.2 假设𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4那么下面叙述等价

(1) (1.2)粘性解存在；

(2) 存在两个连续函数 𝜑和 𝜓，其中 𝑇 −
𝑡 𝜑有无关于 𝑡的下界，𝑇 −

𝑡 𝜓 有无关于 𝑡的上界；

(3) 存在两个连续函数 𝜑和 𝜓，以及 𝑡1 和 𝑡2 > 0满足 𝑇 −
𝑡1

𝜑 ≥ 𝜑以及 𝑇 −
𝑡2

𝜓 ≤ 𝜓 .

如果 (1.2)有解 𝑢−，取初值函数为 𝑢−，显然 (2)和 (3)成立，我们只需要证明另一方向。
值得说明的是，对比定理 1.1，这里 𝑇 −

𝑡 𝜑的下界并不要求小于 𝑇 −
𝑡 𝜓 的上界。

2.1.3 投影 Aubry集

在性质 1.1-1.4成立的假设下，我们定义 (1.2)的弱KAM解。对比定义 1.16，由于Hamilton
函数只是连续的，这里的校准曲线不能做到 𝐶1，仅仅只是绝对连续的。对于弱 KAM解、粘
性解，以及解半群算子不动点之间的等价关系，见附录 B.

定义 2.2 函数 𝑢 ∈ 𝐶(𝑀)被称为 (1.2)的负向 (resp. 正向)弱 KAM解，如果
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第 2章 一般理论

(i) 对所有绝对连续曲线 𝛾 ∶ [𝑡1, 𝑡2] → 𝑀，有

𝑢(𝛾(𝑡2)) − 𝑢(𝛾(𝑡1)) ≤ ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

我们称 𝑢被 𝐿控制，记为 𝑢 ≺ 𝐿.

(ii) 对每个 𝑥 ∈ 𝑀，存在绝对连续曲线 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝑀 (resp. 𝛾 ∶ [0, +∞) → 𝑀)满足
𝛾(0) = 𝑥使得

𝑢(𝑥) − 𝑢(𝛾(𝑡)) = ∫
0

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 < 0.

(resp.
𝑢(𝛾(𝑡)) − 𝑢(𝑥) = ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 > 0).

我们称这条曲线为 (𝑢, 𝐿, 0)-校准曲线。在本文中，我们记负向弱 KAM解全体为 𝒮−，

正向弱 KAM解全体为 𝒮+.

在下面的讨论中，我们假设集合 𝒮− 非空，即 (1.2)有解。

定义 2.3 令 𝑢− ∈ 𝒮−，𝑢+ ∈ 𝒮+，我们定义关于 𝑢± 的投影 Aubry集

ℐ𝑢±
∶= {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑢±(𝑥) = lim

𝑡→+∞
𝑇 ∓

𝑡 𝑢±(𝑥)}.

特别地，如果 𝑢+(𝑥) = lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥)并且 𝑢−(𝑥) = lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 𝑢+(𝑥)，那么

ℐ𝑢−
= ℐ𝑢+

.

类比 Fathi的共轭对的概念，我们记这个集合为 ℐ(𝑢−,𝑢+).

定理 2.3 假设𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4，以及 𝒮− 非空。

(1) 对于 𝑢− ∈ 𝒮−，极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥)存在，并且是 (1.2)的正向弱 KAM解。对

于 𝑢+ ∈ 𝒮+，极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢+(𝑥)存在，并且是 (1.2)的负向弱 KAM解；

(2) 集合 ℐ𝑢−
以及 ℐ𝑢+

非空。

根据正向解半群的定义，我们只需要对 𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥)以及 ℐ𝑢−

进行证明。

2.2 主要结论的证明

2.2.1 定理 2.1的证明

• Lipschitz连续初值的情形. 我们的证明结构如下

(1) 引理 2.1的证明，以及相应的工具见附录 A.

(2) 在如下的假设下：

条件 1：对于每个 𝑘 ∈ ℕ+，由 (2.4)定义的 𝑢𝑘 在𝑀 × [0, 𝑇 ]上连续，

基于引理 2.1，我们证明了引理 2.2(i).
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2.2 主要结论的证明

(3) 在如下的假设下：

条件 2：对于每个 𝑘 ∈ ℕ+，𝑢𝑘 在𝑀 × (0, 𝑇 ]上局部 Lipschitz连续，并且是 (2.5)的粘
性解。

我们通过引理 2.2(i)证明了引理 2.2(ii).

(4) 经过超线性的修正，我们先证明引理 2.3.证明中需要的一维变分学的有关结论，见附
录 A.

(5) 引理 2.2(ii)中的条件 2可以在超线性增长的假设下由引理 2.3得到。根据引理 2.2(ii)，
在超线性假设下，我们证明了定理 2.1(ii)。

(6) 在强制性增长的假设下，基于步骤 (5)，我们证明了引理 2.4.

(7) 在强制性假设下，引理 2.2(ii)中的条件 2可以由引理 2.4得到。根据引理 2.2(ii),定理
2.1(ii)在强制性增长的假设下成立。

引理 2.1 给定 𝑇 > 0. 对于 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀), 𝑣 ∈ 𝐶(𝑀 × [0, 𝑇 ])以及 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，泛函

𝕃𝑡(𝛾) ∶= 𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑣(𝛾(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠

在下面的曲线类中取得极小

𝑋𝑡(𝑥) = {𝛾 ∈ 𝑊 1,1([0, 𝑡], 𝑀) ∶ 𝛾(𝑡) = 𝑥}.

引理 2.2 给定 𝑇 > 0和 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 对于 𝑘 ∈ ℕ+ 以及 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]，考虑下面迭代序列

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) ∶= inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑘−1(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏} , (2.4)

其中 𝑢0(𝑥, 𝑡) ∶= 𝜑(𝑥).

(i) 如果对于每个 𝑘 ∈ ℕ+，𝑢𝑘在𝑀×[0, 𝑇 ]上连续，那么 {𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ对于 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀×[0, 𝑇 ]
一致收敛到 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)，其中 𝑇 −
𝑡 ∶ 𝐶(𝑀) → 𝐶(𝑀)是 (2.2)定义的负向半群。

(ii) 令 𝜑 ∈ Lip(𝑀). 如果对于每个 𝑘 ∈ ℕ+，𝑢𝑘 在𝑀 × (0, 𝑇 ]上局部 Lipschitz连续，并且
是下面方程的粘性解

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),
(2.5)

那么 𝑢𝑘在𝑀 ×[0, 𝑇 ]上 Lipschitz连续，并且它的 Lipschitz常数仅依赖于 sup𝑘∈ℕ ‖𝑢𝑘‖∞

和 ‖𝐷𝜑‖∞. 此外，极限函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −
𝑡 𝜑也是 Lipschitz连续的。

证明 陈述 (i)的证明：根据引理 2.1，每个 𝑢𝑘 的极小曲线都存在。首先，令 𝛾1 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀
是 𝑢1(𝑥, 𝑡)的极小曲线，那么

𝑢2(𝑥, 𝑡) − 𝑢1(𝑥, 𝑡) ≤ ∫
𝑡

0
[𝐿(𝛾1(𝑠), ̇𝛾1(𝑠), 𝑢1(𝛾1(𝑠), 𝑠)) − 𝐿(𝛾1(𝑠), ̇𝛾1(𝑠), 𝜑(𝛾1(𝑠)))]𝑑𝑠

≤ 𝜆‖𝑢1 − 𝜑‖∞𝑡.
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交换 𝑢2 和 𝑢1，有

|𝑢2(𝑥, 𝑡) − 𝑢1(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝜆‖𝑢1 − 𝜑‖∞𝑡.

令 𝛾2 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑢2(𝑥, 𝑡)的极小曲线，那么

𝑢3(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡) ≤ ∫
𝑡

0
[𝐿(𝛾2(𝑠), ̇𝛾2(𝑠), 𝑢2(𝛾2(𝑠), 𝑠)) − 𝐿(𝛾2(𝑠), ̇𝛾2(𝑠), 𝑢1(𝛾2(𝑠), 𝑠))]𝑑𝑠

≤ 𝜆 ∫
𝑡

0
|𝑢2(𝛾2(𝑠), 𝑠) − 𝑢1(𝛾2(𝑠), 𝑠)|𝑑𝑠 ≤ 𝜆 ∫

𝑡

0
𝜆‖𝑢1 − 𝜑‖∞𝑠𝑑𝑠

= (𝜆𝑡)2

2 ‖𝑢1 − 𝜑‖∞.

交换 𝑢3 和 𝑢2，得到

|𝑢2(𝑥, 𝑡) − 𝑢1(𝑥, 𝑡)| ≤ (𝜆𝑡)2

2 ‖𝑢1 − 𝜑‖∞.

继续这个步骤，我们最终得到

‖𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗‖∞ ≤ (𝜆𝑇 )𝑗

𝑗! ‖𝑢1 − 𝜑‖∞,

对每个 𝑗 ∈ ℕ成立。因此

‖𝑢𝑘 − 𝜑‖∞ ≤
𝑘−1

∑
𝑗=0

‖𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗‖∞ ≤
𝑘−1

∑
𝑗=0

(𝜆𝑇 )𝑗

𝑗! ‖𝑢1 − 𝜑‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑇 ‖𝑢1 − 𝜑‖∞, ∀𝑘 ∈ ℕ+.

对于 𝑘1 > 𝑘2, we have

‖𝑢𝑘1
− 𝑢𝑘2

‖∞ ≤ (𝜆𝑇 )𝑘2

𝑘2! ‖𝑢𝑘1−𝑘2
− 𝜑‖∞ ≤ (𝜆𝑇 )𝑘2

𝑘2! 𝑒𝜆𝑇 ‖𝑢1 − 𝜑‖∞.

注意到 (𝜆𝑇 )𝑘/𝑘! 在 𝑘 → ∞ 时趋于零，在 𝑘2 足够大时上式右端可以任意小。因此序列

{𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ 是 Banach 空间 (𝐶(𝑀 × [0, 𝑇 ]), ‖ ⋅ ‖∞) 中的 Cauchy 列。故 {𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ 一致

收敛到某个连续函数 𝑢(𝑥, 𝑡). 定义算子 𝔸𝜑 ∶ 𝐶(𝑀 × [0, 𝑇 ]) → 𝐶(𝑀 × [0, 𝑇 ])为

𝔸𝜑[𝑢](𝑥, 𝑡) ∶= inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏} .

那么极限函数 𝑢(𝑥, 𝑡)满足

‖𝔸𝜑[𝑢] − 𝑢‖∞ ≤ ‖𝔸𝜑[𝑢] − 𝑢𝑘‖∞ + ‖𝑢𝑘 − 𝑢‖∞ ≤ 𝜆𝑇 ‖𝑢 − 𝑢𝑘−1‖∞ + ‖𝑢𝑘 − 𝑢‖∞.

令 𝑘 → +∞得到 𝑢(𝑥, 𝑡)是 𝔸𝜑 的唯一不动点。即极限函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −
𝑡 𝜑. 算子 𝑇 −

𝑡 的半群性

质可以由 [68]命题 3.3的类似讨论得到。

陈述 (ii)的证明：根据陈述 (i)，序列 {𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ 一致收敛，因此

sup
𝑘∈ℕ

‖𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞ < +∞.

定义

𝐾1 ∶= max{|𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ sup
𝑘∈ℕ

‖𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞},
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以及

𝐾2 ∶= min{𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) ∶ (𝑥, 𝑝) ∈ 𝑇 ∗𝑀, |𝑢| ≤ sup
𝑘∈ℕ

‖𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞}.

我们采用归纳法证明

‖𝜕𝑡𝑢𝑘(⋅, 𝑡)‖∞ ≤ max{𝐾1𝑒𝜆𝑡, |𝐾2|} (2.6)

对于每个 𝑘 ∈ ℕ+ 成立。

首先，考虑 𝑘 = 1. 定义

𝐾0 ∶= max{|𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ ‖𝜑(𝑥)‖∞, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞}.

对于任意 ℎ > 0，定义

𝑤(𝑥, 𝑡) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜑(𝑥) − 𝐾0𝑡, 𝑡 ≤ ℎ,

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝐾0ℎ, 𝑡 > ℎ.
(2.7)

首先，Lipschitz连续的函数 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝜑(𝑥) − 𝐾0𝑡几乎处处满足

𝜕𝑡𝑢 + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝜑(𝑥)) ≤ 0. (2.8)

根据 [49]推论 8.3.4，当 𝑡 ≤ ℎ，𝑤(𝑥, 𝑡)是 (2.8)的粘性下解。同时，对于 𝑡 > ℎ，𝑤(𝑥, 𝑡)也满
足 (2.8). 因此，𝑤(𝑥, 𝑡)是 (2.8)在初值 𝑤(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥)下的一个连续粘性下解。根据比较定理
(见 [7]定理 5.1)，由于函数 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝜑(𝑥) − 𝐾0𝑡关于 𝑥是 Lipschitz连续的，有

𝑤(𝑥, ℎ) = 𝜑(𝑥) − 𝐾0ℎ ≤ 𝑢1(𝑥, ℎ).

注意到 𝑢1(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [ℎ, 𝑇 ]上是 Lipschitz连续的，有

𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝐾0ℎ = 𝑤(𝑥, 𝑡 + ℎ) ≤ 𝑢1(𝑥, 𝑡 + ℎ), ∀𝑡 ≥ 0, ℎ > 0.

令 ℎ → 0+，我们得到 𝜕𝑡𝑢1(𝑥, 𝑡) ≥ −𝐾0 ≥ −𝐾1. 同时我们有

𝜕𝑡𝑢1(𝑥, 𝑡) = −𝐻(𝑥, 𝐷𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝜑(𝑥)) ≤ |𝐾2|.

因此 (2.6)对于 𝑘 = 1成立。
现在我们假设 (2.6)对于 𝑘 − 1成立。对任意 ℎ > 0，定义

�̄�(𝑥, 𝑡) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜑(𝑥) − 𝐾1𝑒𝜆ℎ𝑡, 𝑡 ≤ ℎ,

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝐾1ℎ𝑒𝜆𝑡, 𝑡 > ℎ.
(2.9)

首先，Lipschitz连续函数 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝜑(𝑥) − 𝐾1𝑒𝜆ℎ𝑡几乎处处满足

𝜕𝑡𝑢 + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)) ≤ 0.

从而 �̄�(𝑥, 𝑡)在 𝑡 ≤ ℎ的时候是 (2.5)的粘性下解。对于 𝑡 > ℎ，我们有

𝜕𝑡�̄�(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷�̄�(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡))

= 𝜕𝑡𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝐾1ℎ𝜆𝑒𝜆𝑡 + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡))

≤ 𝜕𝑡𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝜆 sup
𝑠∈[𝑡−ℎ,𝑡]

‖𝜕𝑡𝑢𝑘−1(⋅, 𝑠)‖∞ℎ + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡))

≤ 𝜕𝑡𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 − ℎ), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡 − ℎ)) = 0.
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根据比较定理，由于 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝜑(𝑥) − 𝐾1𝑒𝜆ℎ𝑡关于 𝑥是 Lipschitz连续的，我们有

�̄�(𝑥, ℎ) = 𝜑(𝑥) − 𝐾1ℎ𝑒𝜆ℎ ≤ 𝑢𝑘(𝑥, ℎ).

注意到 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [ℎ, 𝑇 ]上是 Lipschitz连续的，有

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) − 𝐾1ℎ𝑒𝜆(𝑡+ℎ) = �̄�(𝑥, 𝑡 + ℎ) ≤ 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡 + ℎ), ∀𝑡 ≥ 0, ℎ > 0.

令 ℎ → 0+，有 𝜕𝑡𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) ≥ −𝐾1𝑒𝜆𝑡. 同时我们有

𝜕𝑡𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = −𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)) ≤ |𝐾2|.

我们最终得到 (2.6)对于每个 𝑘成立。带入 (2.5)，得到

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡), 0) ≤ max{𝐾1𝑒𝜆𝑇 , |𝐾2|} + 𝜆‖𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)‖∞.

因此根据强制性增长的性质 1.2，‖𝐷𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞ 在𝑀 × [0, 𝑇 ]上是有界的。这说明 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)在
𝑀 × [0, 𝑇 ]上 Lipschitz连续，并且 Lipschitz常数只与 sup𝑘∈ℕ ‖𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞ 和 ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞ 有关。

此外，序列 {𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ 是关于 𝑘 等度 Lipschitz 连续的。从而极限函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −
𝑡 𝜑 是

Lipschitz连续的。 ∎

接下来我们将证明分为两步。第一步，我们假设 𝐻(, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝超线性增长，第二步，
我们再将条件弱化为𝐻(, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝强制性增长。
第一步. 假设 Hamilton函数𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1, 1.3, 1.4以及

性质 2.4 对于 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ，𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝超线性增长，即存在函数 𝛩 ∶ [0 + ∞) → ℝ
满足

lim
𝑟→+∞

𝛩(𝑟)
𝑟 = +∞, and 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) ≥ 𝛩(‖𝑝‖) for every (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ.

相应的 Lagrange函数满足性质 2.2, 2.3以及

性质 2.5 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�)是连续的。

性质 2.6 对于 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑀 × ℝ，𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)关于 �̇�超线性增长，即存在函数 𝛩 ∶ [0 + ∞) → ℝ
满足

lim
𝑟→+∞

𝛩(𝑟)
𝑟 = +∞, and 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) ≥ 𝛩(‖�̇�‖) for every (𝑥, �̇�, 𝑢) ∈ 𝑇 𝑀 × ℝ.

引理 2.3 给定 𝑇 > 0以及 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，如果 𝑣(𝑥, 𝑡)是𝑀 × [0, 𝑇 ]上的 Lipschitz连续函数，那
么

(1) 对于 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, 𝑇 ]，下面定义的值函数

𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑣(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏} (2.10)

的极小曲线是 Lipschitz连续的。对任意 𝑟 > 0，如果 𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 𝑟并且 |𝑡 − 𝑡′| ≤ 𝑟/2，其
中 𝑡 ≥ 𝑟 > 0，那么 𝑢(𝑥′, 𝑡′)的极小曲线的 Lipschitz常数仅与 (𝑥, 𝑡)和 𝑟有关。
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(2) 由 (2.10)定义的值函数 𝑢(𝑥, 𝑡)在𝑀 × (0, 𝑇 ]上是局部 Lipschitz连续的。

(3) 函数 𝑢(𝑥, 𝑡)也是
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥).
(2.11)

在𝑀 × [0, 𝑇 ]上的粘性解。

证明 我们首先证明陈述 (1). 根据性质 1.3以及 𝑣(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [0, 𝑇 ]上的 Lipschitz连续性，
对于 𝜏 ∈ [0, 𝑡]，映射 𝑠 ↦ 𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑣(𝛾(𝜏), 𝑠))满足条件 (♢)，其中 𝑘 ≡ 𝜆‖𝜕𝑡𝑣(𝑥, 𝑡)‖∞. 根据
A.5，对于每个 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, 𝑇 ]，值函数 𝑢(𝑥, 𝑡)的极小曲线是 Lipschitz连续的。但是，它
们的 Lipschitz常数与终点 (𝑥, 𝑡)有关。我们需要证明对于 (𝑥, 𝑡)附近的 (𝑥′, 𝑡′)，𝑢(𝑥′, 𝑡′)的极
小曲线的 Lipschitz常数与 (𝑥′, 𝑡′)无关。
对于任意 𝑟 > 0，如果 𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 𝑟并且 |𝑡 − 𝑡′| ≤ 𝑟/2，其中 𝑡 ≥ 𝑟 > 0，我们记 𝑢(𝑥, 𝑡)和

𝑢(𝑥′, 𝑡′)的极小曲线分别为 𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡)和 𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′). 我们有

𝑢(𝑥′, 𝑡′) =𝜑(𝛾(0; 𝑥′, 𝑡′)) + ∫
𝑡′

0
𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑠))𝑑𝑠

≤𝜑(𝛾(0; 𝑥, 𝑡)) + ∫
𝑡−𝑟

0
𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), 𝑠))𝑑𝑠

+ ∫
𝑡′

𝑡−𝑟
𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣(𝛼(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠,

其中 𝛼 ∶ [𝑡 − 𝑟, 𝑡′] → 𝑀 是连接 𝛾(𝑡 − 𝑟; 𝑥, 𝑡)和 𝑥′ 的常速测地线。注意到

‖�̇�‖ ≤ 1
𝑡′ − (𝑡 − 𝑟)(𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑟; 𝑥, 𝑡), 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥′))≤ 2 (

1
𝑟 ∫

𝑡

𝑡−𝑟
‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡)‖𝑑𝑠 + 1) ,

我们得到

∫
𝑡′

0
𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑠))𝑑𝑠

有仅依赖于 (𝑥, 𝑡)和 𝑟的界。由性质 2.6，存在常数𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑟) > 0使得

∫
𝑡′

0
‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖𝑑𝑠 ≤ 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑟),

其中 𝑡′ ≥ 𝑡 − 𝑟/2 > 0. 这说明 ‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖是等度可积的。因此，对于 (𝑥, 𝑡)附近的 (𝑥′, 𝑡′)，存
在常数 𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑟) > 0和 𝑠0 ∈ [0, 𝑡′]使得 ‖ ̇𝛾(𝑠0; 𝑥′, 𝑡′)‖ ≤ 𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑟). 由引理 A.4，存在绝对连续
函数 𝑝(𝑡; 𝑥′, 𝑡′)满足 |𝑝′(𝑡; 𝑥′, 𝑡′)| ≤ 𝜆‖𝜕𝑡𝑣(𝑥, 𝑡)‖∞ 使得

𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)
𝜃 , 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑠))𝜃

− 𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑠)) ≥ 𝑝(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)(𝜃 − 1), ∀𝜃 > 0.

取 𝜃 = 2和 𝑡 = 𝑠0，我们得到 𝑝(𝑠0)的上界，取 𝜃 = 1/2和 𝑡 = 𝑠0，我们得到 𝑝(𝑠0)的下界。注意
到 𝑝′(𝑡)是有界的。我们最终得到 ‖𝑝(𝑡)‖∞ 是有界的，并且界与 (𝑥′, 𝑡′)无关。既然 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�)
满足性质 2.6，根据引理 A.5同时取 𝜌 = 1，我们得到

𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)
‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖ , 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′), 𝑠)) ≥ 𝛩(‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖)

‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖ − ‖𝑝(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)‖∞.
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因此，对于足够接近 (𝑥, 𝑡)的 (𝑥′, 𝑡′)，极小曲线 𝛾(𝑠; 𝑥′, 𝑡′)的 Lipschitz常数与 (𝑥′, 𝑡′)无关。

现在我们证明陈述 (2). 我们首先证明 𝑢(𝑥, 𝑡)关于 𝑥局部 Lipschitz连续。对任意 𝛿 > 0，
固定 (𝑥0, 𝑡) ∈ 𝑀 × [𝛿, 𝑇 ]以及 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿/2). 我们记 𝑑0 = 𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 𝛿是 𝑥和 𝑥′之间的黎

曼度量诱导的距离。那么

𝑢(𝑥′, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ ∫
𝑡

𝑡−𝑑0

𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣(𝛼(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠

− ∫
𝑡

𝑡−𝑑0

𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡), 𝑠))𝑑𝑠,

其中 𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡)是 𝑢(𝑥, 𝑡)的极小曲线，同时 𝛼 ∶ [𝑡 − 𝑑0, 𝑡] → 𝑀 是连接 𝛾(𝑡 − 𝑑0; 𝑥, 𝑡)和 𝑥′ 的常

速测地线。根据引理 2.3 (1)，如果 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝛿/2)，‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡)‖的界仅与 𝑥0和 𝛿有关。注意到

‖�̇�(𝑠)‖ ≤ 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0; 𝑥, 𝑡), 𝑥′)
𝑑0

≤ 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0; 𝑥, 𝑡), 𝑥)
𝑑0

+ 1,

以及

𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0; 𝑥, 𝑡), 𝑥) ≤ ∫
𝑡

𝑡−𝑑0

‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡)‖𝑑𝑠,

故 ‖�̇�(𝑠)‖的界仅与 𝑥0 和 𝛿有关。交换 (𝑥, 𝑡)和 (𝑥′, 𝑡)，我们得到

|𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥′, 𝑡)| ≤ 𝐽1𝑑(𝑥, 𝑥′),

其中 𝐽1 仅与 𝑥0 和 𝛿 有关。由于 𝑀 是紧致流形，对于 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]，值函数 𝑢(⋅, 𝑡) 在 𝑀 上

Lipschitz连续。
现在我们证明值函数 𝑢(𝑥, 𝑡) 关于 𝑡 局部 Lipschitz 连续。给定 𝑡0 ≥ 3𝛿/2 和 𝑡, 𝑡′ ∈ [𝑡0 −

𝛿/2, 𝑡0 + 𝛿/2]. 我们不妨假设 𝑡′ > 𝑡. 那么

𝑢(𝑥, 𝑡′) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤𝑢(𝛾(𝑡; 𝑥, 𝑡′), 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡)

+ ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡′), ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡′), 𝑣(𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡′), 𝑠))𝑑𝑠,

其中 ‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡′)‖的界仅与 𝑡0 和 𝛿有关。我们已经证明了对于 𝑡 ≥ 𝛿，有如下结论

𝑢(𝛾(𝑡; 𝑥, 𝑡′), 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐽1𝑑(𝛾(𝑡; 𝑥, 𝑡′), 𝑥) ≤ 𝐽1 ∫
𝑡′

𝑡
‖ ̇𝛾(𝑠; 𝑥, 𝑡′)‖𝑑𝑠 ≤ 𝐽2(𝑡′ − 𝑡).

因此，𝑢(𝑥, 𝑡′) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐽3(𝑡′ − 𝑡)，其中 𝐽3 仅与 𝑡0 和 𝛿有关。情况 𝑡′ < 𝑡是类似的。从而我
们证明了 𝑢(𝑥, ⋅)在 (0, 𝑇 ]上关于 𝑡是局部 Lipschitz连续的。

最后，我们证明陈述 (3). 我们首先证明在 𝑡 = 0 的时候 𝑢(𝑥, 𝑡) 是连续的。对于每个
𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，存在一列函数 𝜑𝑚 ∈ Lip(𝑀)一致收敛到 𝜑. 我们取 𝜑和 𝜑𝑚作为 (2.10)中的初值
函数，并且将相应的值函数记为 𝑢(𝑥, 𝑡)以及 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡). 由于 𝑣(𝑥, 𝑡)是固定的，根据 Lax-Oleinik
半群的非扩张性质，我们有 ‖𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)‖∞ ≤ ‖𝜑 − 𝜑𝑚‖∞. 因此，不失一般性，我们在接
下来的讨论中假设初值是 Lipschitz连续的。取常数曲线 𝛼(𝑡) ≡ 𝑥. 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑢(𝑥, 𝑡)
的极小曲线。显然

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑣(𝛾(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠 ≤ 𝜑(𝑥) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝑥, 0, 𝑣(𝑥, 𝑠))𝑑𝑠,

24



2.2 主要结论的证明

因此 lim sup𝑡→0+ 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝜑(𝑥). 根据性质 2.6，存在常数 𝐶 > 0使得

∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑣(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏 ≥ ∫

𝑡

0
‖𝐷𝜑‖∞‖ ̇𝛾(𝜏)‖𝑑𝜏 + 𝐶𝑡

≥ ‖𝐷𝜑‖∞𝑑(𝛾(0), 𝛾(𝑡)) + 𝐶𝑡,

从而

∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑣(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏 + 𝜑(𝛾(0)) ≥ 𝜑(𝑥) + 𝐶𝑡.

因此 lim inf𝑡→0+ 𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 𝜑(𝑥). 结合引理 2.3 (2)，𝑢(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [0, 𝑇 ]上连续。
由于极小曲线 Lipschitz连续，根据经典的方法，我们可以证明 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (2.11)的粘性

解。我们在这里略去。 ∎

基于引理 2.3，我们在超线性增长的假设下证明了定理 2.1 (ii). 实际上，在迭代过程 (2.4)
中令 𝑢0 ∶= 𝜑 ∈ Lip(𝑀). 由引理 2.2(i)，序列 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [0, 𝑇 ]上一致收敛于 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶=
𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥). 由引理 2.3 (2)和 (3)，值函数 𝑢1(𝑥, 𝑡)满足引理 2.2 (ii)需要的条件，因此 𝑢1在𝑀×[0, 𝑇 ]
上 Lipschitz连续。重复这一讨论，我们得到 𝑢𝑘 是 (2.5)的 Lipschitz连续的粘性解。由引理
2.2 (ii)，值函数 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [0, 𝑇 ]上的 Lipschitz常数关于 𝑘是一致的。由于𝐻𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑝) ∶=
𝐻(𝑥, 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡), 𝑝) 在 ℝ × 𝑇 ∗𝑀 的紧子集上一致收敛，并且 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) 在 𝑀 × [0, 𝑇 ] 上一致收敛，
故负向半群 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)作为序列 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)的一致极限，由粘性解的稳定性，是 (2.1)的
Lipschitz连续的粘性解。

第二步. 现在我们假设 Hamilton函数 𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4. 由引理 2.1，
极小曲线是存在的。为了得到 (2.4)中定义的 𝑢𝑘 的 Lipschitz连续性，我们做下面修正

𝐻𝑛(𝑥, 𝑝, 𝑢) ∶= 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) + max{‖𝑝‖2 − 𝑛2, 0}, 𝑛 ∈ ℕ.

显然𝐻𝑛关于 𝑝是超线性增长的。序列𝐻𝑛是单调递减的，并且在 𝑇 ∗𝑀 × ℝ的紧子集上一致
收敛到 𝐻 . 相应的 Lagrange函数序列 {𝐿𝑛}𝑛∈ℕ 是递增的，点点收敛于 𝐿. 我们记 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)是
(2.5)中𝐻 换成𝐻𝑛 的粘性解。

引理 2.4 令 𝐻 满足性质 1.1-1.4，𝐿是相应的 Lagrange函数。给定 𝜑 ∈ Lip(𝑀), 对于每个
𝑘 ∈ ℕ，由 (2.4)定义的函数 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)是 (2.5)的 Lipschitz连续的粘性解。

证明 令 𝑛 ∈ ℕ，考虑下面的迭代序列

𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) ∶= inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿𝑛(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑛,𝑘−1(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏} , (2.12)

其中 𝑢𝑛,0 ∶= 𝜑 ∈ Lip(𝑀). 我们首先利用归纳法证明下面断言：

A[k]: 给定 𝑘 ∈ ℕ. 序列 {𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑛∈ℕ关于 𝑛是一致有界等度 Lipschitz的，并且在𝑀 × [0, 𝑇 ]
上一致收敛于 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡). 此外，极限函数 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)是 Lipschitz连续的。

我们首先证明断言 A[1]成立。根据𝐻𝑛 的定义，对于 𝑛 ≥ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞，

𝐾𝑛
0 ∶= max{|𝐻𝑛(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ ‖𝜑(𝑥)‖∞, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞}
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等于

𝐾0 = max{|𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ ‖𝜑(𝑥)‖∞, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞}.

注意到 𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡)是下面方程的粘性解

𝜕𝑡𝑢 + 𝐻𝑛(𝑥, 𝐷𝑢, 𝜑(𝑥)) = 0. (2.13)

类似于 (2.6)在 𝑘 = 1时候的讨论，我们有

𝜕𝑡𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡) ≥ −𝐾𝑛
0 .

结合 (2.13)以及𝐻𝑛 的定义，我们有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡), 0) ≤ 𝐻𝑛(𝑥, 𝐷𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡), 0) ≤ 𝐾0 + 𝜆‖𝜑(𝑥)‖∞, ∀𝑛 ≥ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞.

因此 {𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡)}𝑛∈ℕ 是等度 Lipschitz连续的。注意到

𝑢𝑛,1(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥).

因此 {𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡)}𝑛∈ℕ 是一致有界的，因此它有收敛子列。根据引理 A.3，序列 𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡)点点收
敛于 𝑢1(𝑥, 𝑡)。故

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛,1(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡), uniformly on 𝑀 × [0, 𝑇 ],

因此 𝑢1(𝑥, 𝑡)是 Lipschitz连续的。
现在我们假设断言 A[k-1]成立。此时 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)是 Lipschitz连续的，并且

𝑙𝑘−1 ∶= sup
𝑛∈ℕ

‖𝑢𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑡)‖∞

是有限的。我们通过 A[k-1] 来证明 A[k]. 首先，将连续函数 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡) 带入 (2.4) 并且根据
引理 2.1，值函数 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)的极小曲线在绝对连续曲线类中存在。根据 𝐻𝑛 的定义，对于 𝑛 ≥
‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞，

𝐾𝑛 ∶= max{|𝐻𝑛(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ 𝑙𝑘−1, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞}

始终等于

𝐾 ∶= max{|𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ 𝑙𝑘−1, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞}.

注意到 𝑢𝑛,𝑘 是下面方程的粘性解

𝜕𝑡𝑢 + 𝐻𝑛(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑡)) = 0. (2.14)

类似于 (2.6)的证明，我们有

𝜕𝑡𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) ≥ −𝐾𝑛 − 𝜆‖𝜕𝑡𝑢𝑛,𝑘−1‖∞𝑇 .

结合 (2.14)以及𝐻𝑛 的定义，我们有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡), 0) ≤ 𝐻𝑛(𝑥, 𝐷𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡), 0)

≤ 𝐾 + 𝜆‖𝜕𝑡𝑢𝑛,𝑘−1‖∞𝑇 + 𝜆𝑙𝑘−1, ∀𝑛 ≥ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞.
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因此 {𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑛∈ℕ 是等度 Lipschitz连续的。注意到

𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥).

故 {𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑛∈ℕ 是一致有界的。因此它有收敛子列。我们还需要说明所有的子列收敛的极

限等于 𝑢𝑘. 实际上，根据引理 A.3，值函数

̄𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) ∶= inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿𝑛(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑘−1(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏}

点点收敛到 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡). 取 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)的极小曲线 𝛾，我们有

̄𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) ≤𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿𝑛(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑘−1(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏

− 𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿𝑛(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑛,𝑘−1(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏

≤𝜆‖𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑡)‖∞𝑇 .

交换 ̄𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)和 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)，我们得到当 𝑛 → ∞时 ‖ ̄𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞ → 0. 从而

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡), uniformly on 𝑀 × [0, 𝑇 ],

故 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)是 Lipschitz连续的。因此，断言 A[k]成立。
既然 𝐻𝑛 在 𝑇 ∗𝑀 × ℝ的紧子集上一致收敛于 𝐻，并且 𝑢𝑛,𝑘(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [0, 𝑇 ]上一致收

敛于 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)，根据粘性解的稳定性，我们得到 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)是 (2.5)的 Lipschitz连续的粘性解。∎

根据引理 2.2 (i)，序列 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)在𝑀 ×[0, 𝑇 ]上一致收敛于 𝑢(𝑥, 𝑡). 此外，sup𝑘∈ℕ ‖𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)‖∞

是有限的。由于 𝜑 ∈ Lip(𝑀)，‖𝐷𝜑‖∞ 是有界的。由引理 2.2 (ii), 序列 {𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)}𝑘∈ℕ 是等度

Lipschitz连续的。因此极限函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)是 (2.1)的 Lipschitz连续的粘性解。从而

定理 2.1在初值函数 𝜑 Lipschitz连续的时候得证。

•连续初值的情形. 首先，我们需要说明对于每个 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，𝑇 −
𝑡 𝜑是良定义的。由引

理 2.2，我们只需要证明对于给定的 𝑇 > 0以及 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，由 (2.4)定义的 𝑢𝑘 在𝑀 × [0, 𝑇 ]
上是连续的。

实际上，对于每个 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，存在一列 Lipschitz连续的函数 {𝜑𝑚}𝑚∈ℕ 一致收敛于 𝜑.
我们在引理 2.4中已经证明了，对于初值函数 𝜑𝑚，方程 (2.5)的粘性解 𝑢𝑚

𝑘 (𝑥, 𝑡)是 Lipschitz
连续的。接下来我们通过归纳法进行证明。由定义，𝑢𝑚

0 一致收敛于 𝑢0. 假设 𝑢𝑚
𝑘−1 一致收敛

于 𝑢𝑘−1，那么 𝑢𝑘−1 是连续的。由引理 2.1(i)，𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)有极小曲线 𝛾 . 由定义

𝑢𝑚
𝑘 (𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) ≤ 𝜑𝑚(𝛾(0)) − 𝜑(𝛾(0)) + 𝜆‖𝑢𝑚

𝑘−1(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑘−1(𝑥, 𝑡)‖∞𝑇 .

交换 𝑢𝑚
𝑘 (𝑥, 𝑡)和 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)，我们得到当 𝑚 → ∞时，‖𝑢𝑚

𝑘 − 𝑢𝑘‖∞ → 0. 因此，由 (2.4)定义的 𝑢𝑘

在𝑀 × [0, 𝑇 ]上是连续的。
根据引理 2.2 (i)，序列 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡)一致收敛于 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥). 从而 𝑢(𝑥, 𝑡)是连续的。我
们还需要说明 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (2.1)的粘性解。
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我们已经对于 Lipschitz连续初值 𝜑证明了定理 2.1 (ii). 此时 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)是 (2.1)的 Lipschitz

连续的粘性解。我们断言对于 𝜑和 𝜓 ∈ 𝐶(𝑀)，

‖𝑇 −
𝑡 𝜑 − 𝑇 −

𝑡 𝜓‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑡‖𝜑 − 𝜓‖∞. (2.15)

如果这个断言成立，对于 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，函数 𝑇 −
𝑡 𝜑𝑚 在 𝑚 → ∞时一致收敛于 𝑇 −

𝑡 𝜑. 根据粘性解
的稳定性，我们得到 𝑇 −

𝑡 𝜑是 (2.1)在连续初值 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥)下的连续粘性解。方程 (2.1)的
粘性解的唯一性则由比较定理给出。断言 (2.15)的证明见下面的命题 2.1.

2.2.2 定理 2.2的证明

为了证明定理 2.2，我们首先证明下面关于正负向半群的重要性质。

命题 2.1 对于任意连续函数 𝜑1 和 𝜑2，有

(1) 如果 𝜑1(𝑥) < 𝜑2(𝑥) 对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立，那么 𝑇 −
𝑡 𝜑1(𝑥) < 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥) 并且 𝑇 +
𝑡 𝜑1(𝑥) <

𝑇 +
𝑡 𝜑2(𝑥)对所有 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞)成立。

(2) 对所有 𝑡 > 0，‖𝑇 −
𝑡 𝜑1 −𝑇 −

𝑡 𝜑2‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑡‖𝜑1 −𝜑2‖∞并且 ‖𝑇 +
𝑡 𝜑1 −𝑇 +

𝑡 𝜑2‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑡‖𝜑1 −𝜑2‖∞.

证明 我们首先证明陈述 (1). 假设存在 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, +∞) 使得 𝑇 −
𝑡 𝜑1(𝑥) ≥ 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥). 令
𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥)的极小曲线。定义

𝐹 (𝑠) = 𝑇 −
𝑠 𝜑2(𝛾(𝑠)) − 𝑇 −

𝑠 𝜑1(𝛾(𝑠)), 𝑠 ∈ [0, 𝑡].

那么 𝐹 是 [0, 𝑡] 上的连续函数，并且 𝐹 (0) > 0. 由假设 𝐹 (𝑡) ≤ 0. 从而存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡)使得
𝐹 (𝑠0) = 0并且对所有 𝑠 ∈ [0, 𝑠0)，有 𝐹 (𝑠) > 0. 既然 𝛾 是 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥)的极小曲线，有

𝑇 −
𝑠0

𝜑2(𝛾(𝑠0)) = 𝑇 −
𝑠 𝜑2(𝛾(𝑠)) + ∫

𝑠0

𝑠
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑2(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

以及

𝑇 −
𝑠0

𝜑1(𝛾(𝑠0)) ≤ 𝑇 −
𝑠 𝜑1(𝛾(𝑠)) + ∫

𝑠0

𝑠
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑1(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而 𝐹 (𝑠0) ≥ 𝐹 (𝑠) − 𝜆 ∫𝑠0
𝑠 𝐹 (𝜏)𝑑𝜏. 这里 𝐹 (𝑠0) = 0，故

𝐹 (𝑠) ≤ 𝜆 ∫
𝑠0

𝑠
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

根据 Gronwall不等式，我们得到对于所有 𝑠 ∈ [0, 𝑠0)，有 𝐹 (𝑠) ≡ 0，这与 𝐹 (0) > 0矛盾。

我们接着证明陈述 (2). 对于给定的 𝑥 ∈ 𝑀 以及 𝑡 > 0，如果 𝑇 −
𝑡 𝜑1(𝑥) = 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥)，那么
不需要讨论。不失一般性，我们考虑 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥) > 𝑇 −
𝑡 𝜑1(𝑥). 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑇 −

𝑡 𝜑1(𝑥)的极
小曲线，定义

𝐹 (𝑠) ∶= 𝑇 −
𝑠 𝜑2(𝛾(𝑠)) − 𝑇 −

𝑠 𝜑1(𝛾(𝑠)), ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].

由假设 𝐹 (𝑡) > 0. 如果存在 𝜎 ∈ [0, 𝑡)使得 𝐹 (𝜎) = 0并且对于所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝑡]，有 𝐹 (𝑠) > 0，由
定义我们有

𝑇 −
𝑠 𝜑2(𝛾(𝑠)) ≤ 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝛾(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑2(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,
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以及

𝑇 −
𝑠 𝜑1(𝛾(𝑠)) = 𝑇 −

𝑡 𝜑1(𝛾(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑1(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝐹 (𝜎) + 𝜆 ∫
𝑠

𝜎
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,

其中 𝐹 (𝜎) = 0. 由 Gronwall不等式，对于所有 𝑠 ∈ [𝜎, 𝑡]，有 𝐹 (𝑠) ≡ 0，与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。
因此，对于所有 𝜎 ∈ [0, 𝑡]，有 𝐹 (𝜎) > 0. 这里 0 < 𝐹 (0) ≤ ‖𝜑1 − 𝜑2‖∞. 由定义

𝑇 −
𝑠 𝜑2(𝛾(𝜎)) ≤ 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝛾(0)) + ∫
𝜎

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑2(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

并且

𝑇 −
𝑠 𝜑1(𝛾(𝜎)) = 𝑇 −

𝑡 𝜑1(𝛾(0)) + ∫
𝜎

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑1(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝜎) ≤ 𝐹 (0) + 𝜆 ∫
𝜎

0
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

由 Gronwall不等式得到 𝐹 (𝜎) ≤ ‖𝜑 − 𝜓‖∞𝑒𝜆𝜎 . 取 𝜎 = 𝑡，得到 𝑇 −
𝑡 𝜑2(𝑥) − 𝑇 −

𝑡 𝜑1(𝑥) ≤ ‖𝜑1 −
𝜑2‖∞𝑒𝜆𝑡. 交换 𝜑1 和 𝜑2，我们最终得到 ‖𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥) − 𝑇 −
𝑡 𝜓(𝑥)‖∞ ≤ ‖𝜑 − 𝜓‖∞𝑒𝜆𝑡.

关于正向半群 𝑇 + 的相应结论，利用上面类似的讨论不难得到。 ∎

一般而言，当𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)满足性质 1.2时，相应的 Lagrange函数 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�)的局部有界性
不成立。但是，类似于 [69]引理 2.3，我们可以在特定的区域上证明 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�)的有界性。

引理 2.5 令𝐻(𝑥, 𝑝, 0)满足性质 1.1, 1.2和 1.4. 存在常数 𝛿 > 0和 ̄𝐶 > 0使得对应于𝐻(𝑥, 𝑝, 0)
的 Lagrange函数 𝐿(𝑥, �̇�, 0)满足

𝐿(𝑥, 𝜉, 0) ≤ ̄𝐶, ∀(𝑥, 𝜉) ∈ 𝑀 × ̄𝐵(0, 𝛿).

在接下来，我们定义

𝜇 ∶= diam(𝑀)
𝛿 . (2.16)

引理 2.6 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀).

(1) 给定任意 𝑥0 ∈ 𝑀，若 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥0)在 𝑡 → +∞时没有上界，那么对于任意 𝑐 ∈ ℝ，存在

𝑡𝑐 > 0使得 𝑇 −
𝑡𝑐

𝜑(𝑥) > 𝜑(𝑥) + 𝑐 对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。

(2) 给定任意 𝑥0 ∈ 𝑀，若 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥0)在 𝑡 → +∞时没有下界，那么对于任意 𝑐 ∈ ℝ，存在

𝑡𝑐 > 0使得 𝑇 −
𝑡𝑐

𝜑(𝑥) < 𝜑(𝑥) + 𝑐 对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。

证明 我们只证明陈述 (1). 陈述 (2)的证明是类似的。假设存在 𝑐0 ∈ ℝ使得对于所有 𝑡 > 0，存
在一点 𝑥𝑡 ∈ 𝑀满足 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥𝑡) ≤ 𝜑(𝑥𝑡)+𝑐0. 令 𝛼 ∶ [0, 𝜇] → 𝑀是连接 𝑥𝑡和 𝑥的常速测地线，其
中常数 𝜇的定义见 (2.16)，那么 ‖�̇�‖ ≤ 𝛿. 如果 𝑇 −

𝑡+𝜇𝜑(𝑥) > 𝜑(𝑥𝑡)+𝑐0，由于 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥𝑡) ≤ 𝜑(𝑥𝑡)+𝑐0，

存在 𝜎 ∈ [0, 𝜇)使得 𝑇 −
𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) = 𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0 并且 𝑇 −

𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) > 𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0 对所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇]
成立。由定义

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≤ 𝑇 −

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

= 𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0 + ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,
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从而

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) − (𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0) ≤ ∫

𝑠

𝜎
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≤ ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0)𝑑𝜏 + 𝜆 ∫

𝑠

𝜎
(𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − (𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0))𝑑𝜏

≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆 ∫
𝑠

𝜎
(𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − (𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0))𝑑𝜏,

其中

𝐿0 ∶= ̄𝐶 + 𝜆‖𝜑 + 𝑐0‖∞,

并且 ̄𝐶 的定义见引理 2.5. 利用 Gronwall不等式，有

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) − (𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆(𝑠−𝜎) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇, ∀𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇].

取 𝑠 = 𝜇，得到 𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥𝑡) + 𝑐0 + 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇. 这说明 𝑇 −

𝑡+𝜇𝜑(𝑥)有无关于 𝑡的上界，这与假
设条件相矛盾。 ∎

引理 2.7 如果存在定义在𝑀 上的两个连续函数 𝜑1 and 𝜑2 使得

𝑇 −
𝑡 𝜑1 ≥ 𝐶1, 𝑇 −

𝑡 𝜑2 ≤ 𝐶2,

那么存在常数函数 �̄�使得 |𝑇 −
𝑡 �̄�| ≤ 𝐶3 对所有 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, +∞)成立，其中 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3

是与 𝑥和 𝑡无关的常数。

证明 定义 𝐴1 ∶= ‖𝜑1‖∞ 以及 𝐴2 ∶= −‖𝜑2‖∞，那么 𝐴2 ≤ 𝐴1 并且

𝑇 −
𝑡 𝐴1(𝑥) ≥ 𝑇 −

𝑡 𝜑1(𝑥), 𝑇 −
𝑡 𝐴2(𝑥) ≤ 𝑇 −

𝑡 𝜑2(𝑥) for all 𝑥 ∈ 𝑀.

如果 𝑇 −
𝑡 𝐴1(𝑥)有无关于 𝑡的上界，那么令 �̄� ≡ 𝐴1 即可。如果 𝑇 −

𝑡 𝐴1(𝑥)没有无关于 𝑡的上界，
我们定义

𝐴∗ ∶= inf{𝐴 ∶ ∃𝑡𝐴 > 0 such that 𝑇 −
𝑡𝐴

𝐴(𝑥) ≥ 𝐴, ∀𝑥 ∈ 𝑀}.

利用引理 2.6 (1)并且取 𝑐 = 0，有 𝐴∗ ≤ 𝐴1 < +∞. 接下来的讨论分为两种情况。
情况 (1)：𝐴∗ > −∞. 对于这种情况，我们需要说明取 �̄� ≡ 𝐴∗ 即可。

我们首先证明 𝑇 −
𝑡 𝐴∗(𝑥)有无关于 𝑡的上界。假设 𝑇 −

𝑡 𝐴∗(𝑥)没有上界。由引理 2.6 (1)，对
于 𝑐 = 1,，存在 𝑡1 > 0使得 𝑇 −

𝑡1
𝐴∗(𝑥) > 𝐴∗ + 1对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。由命题 2.1 (2)，对于任意

𝜀 > 0，有
𝑇 −

𝑡1
(𝐴∗ − 𝜀)(𝑥) ≥ 𝑇 −

𝑡1
𝐴∗(𝑥) − 𝑒𝜆𝑡1 𝜀 > 𝐴∗ + 1 − 𝑒𝜆𝑡1 𝜀.

对任意 0 < 𝜀 < (𝑒𝜆𝑡1 − 1)−1，有 𝑇 −
𝑡1

(𝐴∗ − 𝜀)(𝑥) > 𝐴∗ − 𝜀. 这说明我们找到了更小的常数 𝐴∗ − 𝜀
使得如果 𝑡𝐴∗−𝜀 ∶= 𝑡1，那么

𝑇 −
𝑡𝐴∗−𝜀

(𝐴∗ − 𝜀)(𝑥) > 𝐴∗ − 𝜀,

这与 𝐴∗ 的定义矛盾。

我们接着证明 𝑇 −
𝑡 𝐴∗有无关于 𝑡的下界。假设 𝑇 −

𝑡 𝐴∗(𝑥)没有下界。利用引理 2.6 (2)并且
取 𝑐 = −1，存在 𝑡1 > 0使得 𝑇 −

𝑡1
𝐴∗(𝑥) < 𝐴∗ − 1对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。既然 𝑇 −

𝑡 𝐴∗(𝑥)有无关于
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𝑡的上界，我们有 𝐴∗ < 𝐴1. 由命题 2.1 (2)以及 𝐴∗ < 𝐴1，存在常数 𝛿0 > 0使得 𝐴∗ + 𝛿 < 𝐴1

并且

𝑇 −
𝑡1

(𝐴∗ + 𝛿)(𝑥) < 𝐴∗ − 1
2 + 𝛿 < 𝐴∗ + 𝛿, (2.17)

对所有 𝛿 ∈ [0, 𝛿0)成立。由 𝐴∗ 的定义，存在 ̄𝐴 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗ + 𝛿0)和 𝑡2 ∶= 𝑡 ̄𝐴 > 0使得

𝑇 −
𝑡2

̄𝐴(𝑥) ≥ ̄𝐴. (2.18)

由 (2.17)，我们有
𝑇 −

𝑡1
̄𝐴(𝑥) < ̄𝐴 − 1

2 < ̄𝐴. (2.19)

定义 𝐵∗ ∶= ̄𝐴 − 1
2 . 根据 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 = 0的连续性，存在 𝜀0 > 0使得对于 0 ≤ 𝜎 < 𝜀0，有

𝑇 −
𝜎 𝐵∗(𝑥) ≤ ̄𝐴 − 1

4. (2.20)

对于 𝑡1 和 𝑡2 > 0，存在 𝑛1 和 𝑛2 ∈ ℕ，以及 𝜀 ∈ [0, 𝜀0)使得 𝑛1𝑡1 + 𝜀 = 𝑛2𝑡2. 由命题 2.1 (1)和
(2.17)，有

𝑇 −
𝑛1𝑡1

̄𝐴(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡1

̄𝐴(𝑥) < 𝐵∗. (2.21)

在 (2.20)中取 𝜎 = 𝜀. 由命题 2.1 (1)和 (2.21)，有

𝑇 −
𝜀 ∘ 𝑇 −

𝑛1𝑡1
̄𝐴(𝑥) ≤ 𝑇 −

𝜀 𝐵∗(𝑥) ≤ ̄𝐴 − 1
4. (2.22)

由 (2.18)，我们有 𝑇 −
𝑛2𝑡2

̄𝐴(𝑥) ≥ ̄𝐴. 因此

̄𝐴 − 1
4 ≥ 𝑇 −

𝜀 ∘ 𝑇 −
𝑛1𝑡1

̄𝐴(𝑥) = 𝑇 −
𝑛2𝑡2

̄𝐴(𝑥) ≥ ̄𝐴, (2.23)

导出矛盾。

情况 (2)：𝐴∗ = −∞. 在这种情况下，我们需要说明对于所有 𝐴 < 𝐴2，函数 𝑇 −
𝑡 𝐴(𝑥)是一致

有界的。也就是说，取 �̄� ≡ 𝐴即可。由于 𝑇 −
𝑡 𝐴(𝑥) ≤ 𝑇 −

𝑡 𝐴2(𝑥)，函数 𝑇 −
𝑡 𝐴(𝑥)有上界。函数

𝑇 −
𝑡 𝐴(𝑥)有下界的证明与情况 (1)类似。实际上，我们只需把 𝐴∗, 𝐴1 换成 𝐴和 𝐴2 即可。 ∎

注 2.1 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 根据 [70]定理 6.1，如果 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡的界，那么下半极限

�̌�(𝑥) ∶= lim
𝑟→0+

inf{𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

是 (1.2)的一个 Lipschitz连续的粘性解。根据命题 B.2，函数 �̌�是 (1.2)的一个负向弱 KAM
解。类似地，如果 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡的界，定义

�̂�(𝑥) ∶ = lim
𝑟→0+

sup{𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

= lim
𝑟→0+

sup{− ̄𝑇 −
𝑡 (−𝜑)(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

= − lim
𝑟→0+

inf{ ̄𝑇 −
𝑡 (−𝜑)(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}.

那么 −�̂�是方程𝐻(𝑥, −𝑢, −𝐷𝑢) = 0的一个 Lipschitz连续的粘性解。等价地，函数 �̂�是 (1.2)
的一个正向弱 KAM解。

定理 2.2的证明. 由假设，存在 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)和 𝑡1 > 0使得 𝑇 −
𝑡1

𝜑 ≥ 𝜑. 我们取 𝑛 ∈ ℕ和 𝑟 ∈ [0, 𝑡1)
使得 𝑡 = 𝑛𝑡1 + 𝑟. 根据命题 2.1 (1)，有 𝑇 −

𝑡 𝜑 ≥ 𝑇 −
𝑟 𝜑. 也即 𝑇 −

𝑡 𝜑有无关于 𝑡的下界。此外，由
假设存在 𝜓 ∈ 𝐶(𝑀)和 𝑡2 > 0使得 𝑇 −

𝑡2
𝜓 ≤ 𝜓 . 类似地我们得到 𝑇 −

𝑡 𝜓 有无关于 𝑡的上界。由
引理 2.7，存在常数函数 �̄�使得 𝑇 −

𝑡 �̄�是一致有界的。由注 2.1，方程 (1.2)的粘性解存在。
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2.2.3 定理 2.3的证明

令 𝑢− ∈ 𝒮−. 我们首先证明极限函数 𝑥 ↦ lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥)存在。推论 2.1和 2.3保证了

𝑇 +
𝑡 𝑢− 的有界性。此外，定理 2.3的陈述 (1)由命题 2.3给出，陈述 (2)由命题 2.4给出。

命题 2.2 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)以及 𝑢− ∈ 𝒮−. 如果 𝜑满足下面条件

(⊙) 𝜑 ≤ 𝑢− 并且存在 𝑥0 使得 𝜑(𝑥0) = 𝑢−(𝑥0).

那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡和 𝜑的界。

我们将证明分为三部分，即引理 2.8, 2.9和 2.10.

引理 2.8 假设 𝜑满足条件 (⊙)，那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) ≤ 𝑢−(𝑥)对所有 𝑡 > 0成立。

证明 假设存在 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞)使得 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) > 𝑢−(𝑥). 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)满足
𝛾(0) = 𝑥的极小曲线。定义

𝐹 (𝑠) = 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − 𝑢−(𝛾(𝑠)), 𝑠 ∈ [0, 𝑡].

那么 𝐹 (𝑠)是连续的，并且 𝐹 (𝑡) = 𝜑(𝛾(𝑡)) − 𝑢−(𝛾(𝑡)) ≤ 0. 由假设我们有 𝐹 (0) > 0. 因此存在
𝜏0 ∈ (0, 𝑡]使得 𝐹 (𝜏0) = 0并且 𝐹 (𝜏) > 0对所有 𝑠 ∈ [0, 𝜏0)成立。对于每个 𝜏 ∈ [0, 𝜏0]，有

𝑇 +
𝑡−𝜏𝜑(𝛾(𝜏)) = 𝑇 +

𝑡−𝜏0
𝜑(𝛾(𝜏0)) − ∫

𝜏0

𝜏
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 +

𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

既然 𝑢− = 𝑇 −
𝑡 𝑢− 对所有 𝑡 > 0成立，有

𝑢−(𝛾(𝜏0)) ≤ 𝑢−(𝛾(𝜏)) + ∫
𝜏0

𝜏
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢−(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

因此 𝐹 (𝜏) ≤ 𝐹 (𝜏0) + 𝜆 ∫𝜏0
𝜏 𝐹 (𝑠)𝑑𝑠，其中 𝐹 (𝜏0) = 0. 定义 𝐹 (𝑠) = 𝐺(𝜏0 − 𝑠)，我们得到

𝐺(𝜏0 − 𝜏) ≤ 𝜆 ∫
𝜏0−𝜏

0
𝐺(𝜎)𝑑𝜎.

利用 Gronwall 不等式，我们得到 𝐹 (𝜏) = 𝐺(𝜏0 − 𝜏) ≡ 0 对所有 𝜏 ∈ [0, 𝜏0] 成立，而这与
𝐹 (0) > 0矛盾。 ∎

推论 2.1 令 𝑢− ∈ 𝒮−. 那么 𝑇 +
𝑡 𝑢− ≤ 𝑢− 对所有 𝑡 > 0成立。

结合推论 2.1和命题 2.1 (1)，有 𝑇 +
𝑡 𝑢− = 𝑇 +

𝑠 ∘ 𝑇 +
𝑡−𝑠𝑢− ≤ 𝑇 +

𝑠 𝑢− 对所有 𝑡 > 𝑠成立，从而

推论 2.2 𝑇 +
𝑡 𝑢− 关于 𝑡是单调非增的。

引理 2.9 假设 𝜑 满足条件 (⊙). 令 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 是一条 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线，满足
𝛾−(0) = 𝑥0，那么 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝛾−(−𝑡)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡))对所有 𝑡 > 0成立。
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证明 对于每个 𝑡 > 0，我们定义 𝛾𝑡(𝑠) ∶= 𝛾−(𝑠 − 𝑡)，其中 𝑠 ∈ [0, 𝑡]. 由引理 2.8，对于 𝑠 ∈ [0, 𝑡]，
有 𝑢−(𝛾𝑡(𝑠)) ≥ 𝑇 +

𝑡−𝑠𝜑(𝛾𝑡(𝑠)). 定义

𝐹 (𝑠) = 𝑢−(𝛾𝑡(𝑠)) − 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾𝑡(𝑠)),

那么 𝐹 (𝑠) ≥ 0并且 𝐹 (𝑡) = 0. 如果 𝐹 (0) > 0，就存在 𝑠0 ∈ (0, 𝑡]使得 𝐹 (𝑠0) = 0并且 𝐹 (𝑠) > 0
对所有 𝑠 ∈ [0, 𝑠0)成立。由定义，对于 𝑠1 ∈ [0, 𝑠0)，有

𝑢−(𝛾𝑡(𝑠0)) − 𝑢−(𝛾𝑡(𝑠1)) = ∫
𝑠0

𝑠1

𝐿(𝛾𝑡(𝑠), ̇𝛾𝑡(𝑠), 𝑢−(𝛾𝑡(𝑠)))𝑑𝑠,

以及

𝑇 +
𝑡−𝑠1

𝜑(𝛾𝑡(𝑠1)) ≥ 𝑇 +
𝑡−𝑠0

𝜑(𝛾𝑡(𝑠0)) − ∫
𝑠0

𝑠1

𝐿(𝛾𝑡(𝑠), ̇𝛾𝑡(𝑠), 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾𝑡(𝑠)))𝑑𝑠,

从而

𝐹 (𝑠1) ≤ 𝐹 (𝑠0) + 𝜆 ∫
𝑠0

𝑠1

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠.

利用 Gronwall 不等式，我们得到 𝐹 (𝑠) ≡ 0 对于所有 𝑠 ∈ [0, 𝑠0] 成立，这与 𝐹 (0) > 0 相
矛盾。因此 𝐹 (0) = 0. 也即 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝛾𝑡(0)) = 𝑢−(𝛾𝑡(0)). 注意到 𝛾𝑡(𝑠) ∶= 𝛾−(𝑠 − 𝑡). 我们得到
𝑇 +

𝑡 𝜑(𝛾−(−𝑡)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡)). ∎

引理 2.10 假设 𝜑满足条件 (⊙)，那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡和 𝜑的下界。

证明 令 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 是一条 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线，满足 𝛾−(0) = 𝑥0. 令 𝑡 > 𝜇 以及 𝛼 ∶
[0, 𝜇] → 𝑀是连接 𝑥和 𝛾−(−𝑡+𝜇)的常速测地线，那么 ‖�̇�‖ ≤ 𝛿. 如果 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥) ≥ 𝑢−(𝛾−(−𝑡+𝜇))，
那么证明结束。所以我们需要考虑 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥) < 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)). 既然

𝑇 +
𝑡−𝜇𝜑(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)),

那么存在 𝜎 ∈ (0, 𝜇]使得

𝑇 +
𝑡−𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)), 𝑇 +

𝑡−𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) < 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) for all 𝑠 ∈ [0, 𝜎).

由定义，有

𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≥ 𝑇 +

𝑡−𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) − ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

= 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≤ ∫

𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≤ ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)))𝑑𝜏 + 𝜆 ∫

𝜎

𝑠
(𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆 ∫
𝜎

𝑠
(𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,

其中

𝐿0 ∶= ̄𝐶 + 𝜆‖𝑢−‖∞,
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第 2章 一般理论

并且 ̄𝐶 由引理 2.5给出。令 𝐺(𝜎 − 𝑠) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛼(𝑠))，那么

𝐺(𝜎 − 𝑠) ≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆 ∫
𝜎−𝑠

0
𝐺(𝜏)𝑑𝜏.

由 Gronwall不等式，有

𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) = 𝐺(𝜎 − 𝑠) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆(𝜎−𝑠) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇, ∀𝑠 ∈ [0, 𝜎).

因此 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) ≥ 𝑢−(𝛾−(−𝑡 + 𝜇)) − 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇. 我们最终得到了 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)无关于 𝑡和 𝜑的下界。 ∎

推论 2.3 𝑇 +
𝑡 𝑢− 有无关于 𝑡和 𝑢− 的下界。

命题 2.3 当 𝑡 → +∞时，𝑇 +
𝑡 𝑢− 一致收敛于 (1.2)的一个正向弱 KAM解 𝑢+.

证明 由注 2.1

̂𝑢+(𝑥) = lim
𝑟→0+

sup{𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

是 (1.2)的一个正向弱 KAM解。推论 2.2说明点点极限存在，并且满足 lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢− ≤ ̂𝑢+.

既然 𝑇 +
𝑡 𝑢− 关于 𝑡单调非增，对于所有 𝑡 > 0，有

𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥) = lim

𝑟→0+
sup{𝑇 +

𝑡 𝑢−(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟}

≥ lim
𝑟→0+

sup{𝑇 +
𝑡+𝑠𝑢−(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 + 𝑠 > 1/𝑟} = ̂𝑢+(𝑥).

因此 lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢− = ̂𝑢+. 注意到 𝑇 +

𝑡 𝑢−关于 𝑡单调非增，由 Dini定理，𝑇 +
𝑡 𝑢−一致收敛于 ̂𝑢+.∎

这里我们再给出另一个证明，这个证明不依赖于 [70].

证明 首先注意到 𝑇 +
𝑡 𝜑 ∶= − ̄𝑇 −

𝑡 (−𝜑)，其中 ̄𝑇 −
𝑡 是 𝐿(𝑥, −𝑢, −�̇�)对应的解半群。既然 𝑇 +

𝑡 𝑢− 关

于 𝑡单调递减，函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= ̄𝑇 −
𝑡 (−𝑢−)关于 𝑡单调。因此 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 0在粘性解意义上成立。

既然 𝑢(𝑥, 𝑡)是 𝜕𝑡𝑢 + 𝐻(𝑥, −𝑢, −𝜕𝑥𝑢) = 0的粘性解，有 𝐻(𝑥, −𝑢, −𝜕𝑥𝑢) ≤ 0. 既然 𝑇 +
𝑡 𝑢− 有无关

于 𝑡的界，𝑢(𝑥, 𝑡)有无关于 𝑡的界。由性质 1.2我们得到 ‖𝜕𝑥𝑇 +
𝑡 𝑢−‖∞ = ‖𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡)‖∞ 有无关于

𝑡的界。推论 2.2和 2.3说明点点极限 𝑢+(𝑥) = lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝑥)存在。既然 ‖𝜕𝑥𝑇 +

𝑡 𝑢−‖∞ 有无

关于 𝑡的界，极限函数 𝑢+ 是连续的。利用 Dini定理，𝑇 +
𝑡 𝑢− 一致收敛于 𝑢+. 还需要说明 𝑢+

是 𝑇 +
𝑡 的不动点。对任意 𝑡 > 0，由命题 2.1 (2)，有

‖𝑇 +
𝑡+𝑠𝑢− − 𝑇 +

𝑡 𝑢+‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑡‖𝑇 +
𝑠 𝑢− − 𝑢+‖∞.

令 𝑠 → +∞，我们得到 𝑇 +
𝑡 𝑢+ = 𝑢+. ∎

命题 2.4 集合 ℐ𝑢−
是非空的。具体而言，令 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 是一条 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线。

定义 𝑥 ∈ 𝑀 属于 𝛾− 的 𝛼-极限集 𝛼(𝛾−)，如果存在序列 𝑡𝑛 → −∞使得 d(𝛾−(𝑡𝑛), 𝑥) → 0. 那么
𝛼(𝛾−)是非空的，并且包含于 ℐ𝑢−

.
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2.3 本章小结

证明 令 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 是一条 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线. 由引理 2.9，对于 𝑡 > 0有

𝑇 +
𝑡 𝑢−(𝛾−(−𝑡)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡)).

既然𝑀是紧致的，集合 𝛼(𝛾−)是非空的。令 𝑥∗ ∈ 𝛼(𝛾−)并且 𝑡𝑛 → +∞使得 𝑑(𝛾−(−𝑡𝑛), 𝑥∗) → 0.
下面的不等式成立

|𝑇 +
𝑡𝑛

𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛)) − 𝑢+(𝑥∗)| ≤|𝑇 +
𝑡𝑛

𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛)) − 𝑢+(𝛾−(−𝑡𝑛))|

+ |𝑢+(𝛾−(−𝑡𝑛)) − 𝑢+(𝑥∗)|.

这里函数 𝑢+ 是 Lipschitz连续的，见命题 B.1. 因此，当 𝑡𝑛 → +∞，有

|𝑢+(𝛾−(−𝑡𝑛)) − 𝑢+(𝑥∗)| → 0.

既然 𝑇 +
𝑡 𝑢− 一致收敛于 𝑢+，那么

|𝑇 +
𝑡𝑛

𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛)) − 𝑢+(𝛾−(−𝑡𝑛))| → 0.

因此，序列 𝑇 +
𝑡𝑛

𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛))的极限是 𝑢+(𝑥∗). 另一方面，我们有

𝑇 +
𝑡𝑛

𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛)) = 𝑢−(𝛾−(−𝑡𝑛)),

由 𝑢− 的连续性，它收敛于 𝑢−(𝑥∗). 我们得到 𝑢+(𝑥∗) = 𝑢−(𝑥∗). 这说明 𝛼(𝛾−) ⊆ ℐ𝑢−
. ∎

2.3 本章小结

在这一章，我们考虑了𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢一致 Lipschitz连续的一般情形，即性质 1.3，而
没有对𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢的单调性做进一步的限制。在𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)满足性质 1.1-1.4的假设下，
我们得到了以下结论：

• 演化方程 Cauchy问题 (2.1)的唯一粘性解的隐式半群表示。并且在初值函数 𝜑连续
和 Lipschitz连续的条件下，证明了粘性解相应的正则性。

• 得到了定态方程 (1.2)粘性解存在性的一个充分条件。与 Perron方法不同，我们得到
的结果并不要求有任何的序关系。

• 模仿定理 1.13，我们考虑了定态方程 (1.2)的正负向弱 KAM解之间的关系，并且定
义了相应的投影 Aubry集。

在接下来的第 3章和第 4章，我们将对𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢的单调性做进一步的限制，得到更
多进一步的结论。
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第 3章 单调情形

3.1 严格单调递增情形

在本小节，我们假设𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4以及

性质 3.1 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢严格单调递增。

那么相应的 Lagrange函数满足性质 2.1-2.3，并且关于 𝑢严格单调递减。同时我们还假设方
程 (1.2)的粘性解存在。

定理 3.1 方程 (1.2)的粘性解 𝑢− 是唯一的，并且

(1) 极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢− 存在，记为 𝑢+，有

𝑢− = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢+;

(2) 𝑢+ 是集合 𝒮+ 中的最大元；

(3) 对于每个 𝑣+ ∈ 𝒮+，定义

ℐ𝑣+
∶= {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑢−(𝑥) = 𝑣+(𝑥)},

那么 ℐ𝑣+
非空，并且 ℐ𝑣+

⊆ ℐ(𝑢−,𝑢+).

从弱 KAM理论的角度，我们称 (𝑢−, 𝑢+)为共轭对。

证明 粘性解 𝑢− 的唯一性由比较定理保证，见定理 1.2. 由定理 2.3，极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢−

存在，并且是正向弱 KAM解，记它为 𝑢+. 根据正负向半群的对偶关系，𝑇 −
𝑡 𝑢+ 一致收敛于

唯一的负向弱 KAM解，即
𝑢− = lim

𝑡→+∞
𝑇 −

𝑡 𝑢+.

下面我们证明 𝑢+ 是最大元。对于任意 𝑣+ ∈ 𝒮+，我们首先证明 𝑣+ ≤ 𝑇 −
𝑡 𝑣+ 对每个 𝑡 > 0

成立。假设存在 𝑥 ∈ 𝑀 以及 𝑡 > 0使得 𝑣+(𝑥) > 𝑇 −
𝑡 𝑣+(𝑥). 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是满足 𝛾(𝑡) = 𝑥

的 𝑇 −
𝑡 𝑣+(𝑥) 的一条极小曲线。定义 𝐹 (𝑠) ∶= 𝑣+(𝛾(𝑠)) − 𝑇 −

𝑠 𝑣+(𝛾(𝑠))，那么 𝐹 (0) = 0. 由假设
𝐹 (𝑡) > 0. 那么存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡)使得 𝐹 (𝑠0) = 0并且 𝐹 (𝑠) > 0对所有 𝑠 ∈ (𝑠0, 𝑡]成立。由定义

𝑇 −
𝑠 𝑣+(𝛾(𝑠)) = 𝑇 −

𝑠0
𝑣+(𝛾(𝑠0)) + ∫

𝑠

𝑠0

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 −
𝑠 𝑣+(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠,

以及

𝑣+(𝛾(𝑠0)) ≥ 𝑣+(𝛾(𝑠)) − ∫
𝑠

𝑠0

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑣+(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

36
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因此

𝐹 (𝑠) ≤ 𝐹 (𝑠0) + 𝜆 ∫
𝑠

𝑠0

𝐹 (𝜎)𝑑𝜎,

我们得到 𝐹 (𝑠) ≡ 0对所有 𝑠 ∈ [𝑠0, 𝑡]成立，这与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。因此 𝑣+ ≤ 𝑇 −
𝑡 𝑣+. 根据命题

2.4，𝑇 −
𝑡 𝑣+ 的一致极限为 𝑢−. 取极限我们得到 𝑣+ ≤ 𝑢−. 作用 𝑇 +

𝑡 有 𝑣+ ≤ 𝑇 +
𝑡 𝑢−，再次取极限

我们得到 𝑣+ ≤ 𝑢+ 对所有 𝑣+ ∈ 𝒮+ 成立。

由定理 2.3以及 𝑢− 的唯一性，集合 ℐ𝑣+
非空。我们还需要证明 ℐ𝑣+

⊆ ℐ(𝑢−,𝑢+). 显然对于
𝑥 ∈ ℐ𝑣+

，有

𝑢−(𝑥) = 𝑣+(𝑥) ≤ 𝑢+(𝑥) ≤ 𝑢−(𝑥),

那么 𝑢−(𝑥) = 𝑣+(𝑥) = 𝑢+(𝑥)，也即 𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+). ∎

我们接着考虑 Cauchy问题 (2.1)的粘性解的长期行为。

定理 3.2 对于任意初值 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)存在，并且等于方程 (1.2)的

唯一粘性解。

注 3.1 对比定理 1.5以及文献 [71]中的相关结论，这里我们不要求𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝严格凸，
但是要求它关于 𝑢严格单调递增。

引理 3.1 令 𝜑(𝑥) ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑀). 如果 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) 有无关于 𝑡 的界，那么它有与 𝑡 无关的

Lipschitz常数。

证明 定义

𝑀 ∶= sup{|𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑀, |𝑢| ≤ ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖∞, ‖𝑝‖ ≤ ‖𝐷𝜑(𝑥)‖∞},

由于 −𝑀 + 𝐻(𝑥, 𝐷𝜑, 𝑢(𝑥, 𝑡)) ≤ 0几乎处处成立，Lipschitz连续函数 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑥) − 𝑀𝑡是下
面方程的粘性下解

𝜕𝑡𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑤(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0.

对于任意 ℎ > 0，定义连续函数

�̄�(𝑥, 𝑡) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜑(𝑥) − 𝑀𝑡, 𝑡 ≤ ℎ.

𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝑀ℎ, 𝑡 > ℎ.

对于 𝑡 ≥ ℎ有
𝜕𝑡�̄�(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷�̄�(𝑥, 𝑡), �̄�(𝑥, 𝑡))

= 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) − 𝑀ℎ)

≤ 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑥, 𝑡 − ℎ)) = 0,

其中最后的不等式由性质 3.1 保证。因此 �̄� 是 (2.1) 在 𝑀 × [ℎ, +∞) 上的粘性下解，满足
�̄�(𝑥, ℎ) = 𝜑(𝑥) − 𝑀ℎ ≤ 𝑢(𝑥, ℎ). 由比较定理，对于所有 𝑡 ≥ 0有

�̄�(𝑥, 𝑡 + ℎ) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑀ℎ ≤ 𝑢(𝑥, 𝑡 + ℎ),

从而 𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑀 . 带回 (2.1)，我们得到𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) ≤ 𝑀 . 由性质 1.2，‖𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)‖∞

关于 𝑡是一致有界的。从而 ‖𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)‖∞ 也是一致有界的。 ∎
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定理 3.2的证明. 我们首先处理𝜑 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑀)的情形。我们断言对于𝜑 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑀)，𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)有无

关于 𝑡的界。实际上，由于𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)满足性质 3.1，𝑢−(𝑥)+‖𝑢− −𝜑‖∞和 𝑢−(𝑥)−‖𝑢− −𝜑‖∞分别

是 (1.2)的粘性上解和粘性下解。由比较定理，𝑢−(𝑥)−‖𝑢− −𝜑‖∞ ≤ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) ≤ 𝑢−(𝑥)+‖𝑢− −𝜑‖∞

对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。因此 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡的界。

由注 2.1，下半极限满足 �̌�(𝑥) = 𝑢−(𝑥) ≤ lim inf𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥). 令 𝜅 是 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)关于 𝑥的
Lipschitz常数，根据引理 3.1，它与 𝑡无关。注意到

| sup
𝑠≥𝑡

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) − sup

𝑠≥𝑡
𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑦)| ≤ sup
𝑠≥𝑡

|𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) − 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑦)| ≤ 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦),

因此极限过程 lim𝑡→+∞ sup𝑠≥𝑡 𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥)关于 𝑥是一致的。因此 lim sup𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)是连续的。我
们还需要证明

lim sup
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) ≤ 𝑢−(𝑥).

令

̄𝑢(𝑥) ∶= lim sup
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥).

我们断言对于任意 𝜀 > 0，存在常数 𝑠0 > 0无关于 𝑥使得对于任意 𝑠 ≥ 𝑠0 有

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀.

固定 𝑥 ∈ 𝑀，由上极限的定义，对于任意 𝜀 > 0，存在 𝑠0(𝑥) > 0使得对任意 𝑠 ≥ 𝑠0(𝑥)有

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀

3 .

取 𝑟 ∶= 𝜀
3𝜅，对于 𝑠 ≥ 𝑠0(𝑥)有

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑦) ≤ 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥) + 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀
3 + 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦)

≤ ̄𝑢(𝑦) + 𝜀
3 + 2𝜅𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ̄𝑢(𝑦) + 𝜀, ∀𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥).

由于𝑀 是紧致的，存在有限个点 𝑥𝑖 ∈ 𝑀 使得对于任意 𝑦 ∈ 𝑀，存在点 𝑥𝑖 使得 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥𝑖).
令 𝑠0 ∶= max𝑖 𝑠0(𝑥𝑖)，断言成立。
由命题 2.1有

𝑇 −
𝑡 (𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥)) ≤ 𝑇 −
𝑡 ( ̄𝑢(𝑥) + 𝜀) ≤ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥) + 𝜀𝑒𝜆𝑡.

取极限 𝑠 → +∞有
̄𝑢(𝑥) = lim sup

𝑠→+∞
𝑇 −

𝑡 (𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥)) ≤ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥) + 𝜀𝑒𝜆𝑡.

令 𝜀 → 0+我们得到 ̄𝑢(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡 ̄𝑢(𝑥)，这说明 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥)关于 𝑡单调非减。
由于 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)满足性质 3.1，函数 𝑢−(𝑥) + ‖ ̄𝑢 − 𝑢−‖是 𝜕𝑡𝑢 + 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑢) = 0的粘性上

解。由比较定理，𝑇 −
𝑡 ̄𝑢(𝑥) ≤ 𝑢−(𝑥) + ‖ ̄𝑢 − 𝑢−‖，这说明 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢有无关于 𝑡的上界。因此极限函数
lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥)存在，并且等于 𝑢−. 从而

lim sup
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = ̄𝑢(𝑥) ≤ lim

𝑡→+∞
𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥) = 𝑢−(𝑥).
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现在考虑 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 对于常数函数𝐾 ∶= ‖𝜑‖∞. 我们已经证明了 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 (±𝐾) = 𝑢−.

由命题 2.1 (1)，我们有

𝑇 −
𝑡 (−𝐾) ≤ 𝑇 −

𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 −
𝑡 𝐾.

从而

lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝑢−.

证毕。

3.2 严格单调递减情形

在本小节，我们将考虑𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢严格单调递减的情形。此时文献 [15]中引入的
“proper”条件

𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) ⩽ 𝐻(𝑥, 𝑠, 𝑝) whenever 𝑟 ⩽ 𝑠.

不再成立，大部分的 PDE 方法，例如比较定理，将不再适用。在本小节，我们假设 𝐻 ∶
𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.1-1.4以及

性质 3.2 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢严格单调递减。

那么相应的 Lagrange函数满足性质 2.1-2.3，并且关于 𝑢严格单调递增。同时我们假设 (1.2)
的粘性解存在。受到定义 2.1的启发，我们转而考虑 �̄�(𝑥, 𝑝, 𝑢) ∶= 𝐻(𝑥, −𝑝, −𝑢)，此时 �̄� 满
足 3.1节的假设，即性质 1.1-1.4以及 3.1. 要考虑 (1.2)的粘性解，就是要考虑单调递增方程

�̄�(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 0 (3.1)

的正向弱 KAM解。根据定理 2.3，负向弱 KAM解的存在性保证了正向弱 KAM解的存在，
即 (1.2)和 (3.1)粘性解的存在性是等价的。由 [60]例 1.1以及下面的例 3.1可知，性质 3.2
成立时 (1.2)的粘性解可能不唯一。我们定义方程 (1.2)的粘性解集 𝒮− 上的偏序关系：

𝑣1 ⪯ 𝑣2 当且仅当 𝑣1(𝑥) ≤ 𝑣2(𝑥)对所有 𝑥 ∈ 𝑀 成立。

定理 3.3 对于定态方程 (1.2)，有如下结论：

(1) 集合 𝒮− 在 ‖ ⋅ ‖∞-范数诱导的拓扑下是紧的。

(2) 令 𝑣− ∶= min𝑣∈𝒮−
𝑣，那么 𝑣− ∈ 𝒮−. 粘性解集 𝒮− 在上述偏序意义下的最大元存在。

(3) 令 𝑢+ 是 (1.2)的唯一正向弱 KAM解。对于 𝑣 ∈ 𝒮−，定义 ℐ𝑣 ∶= {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑣(𝑥) =
𝑢+(𝑥)}. 令 𝑣1 和 𝑣2 ∈ 𝒮−，那么

(i) 如果 𝑣1 ≤ 𝑣2，那么 ∅ ≠ ℐ𝑣2
⊆ ℐ𝑣1

⊆ ℐ𝑣−
，其中 𝑣− ∶= min𝑣∈𝒮−(𝐹 ) 𝑣.

(ii) 如果存在 ℐ𝑣1
的一个邻域 𝒪 使得 𝑣2|𝒪 ≤ 𝑣1|𝒪，那么 𝑣2 ≤ 𝑣1 处处成立。

(iii) 如果 ℐ𝑣2
= ℐ𝑣1

并且 𝑣2|𝒪 = 𝑣1|𝒪，那么 𝑣1 = 𝑣2 处处成立。
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例 3.1 为了说明上面邻域的条件是必要的，我们考虑下面的例子

− 𝜆𝑢(𝑥) + 1
2|𝐷𝑢(𝑥)|2 + 𝑉 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝕊1 ≃ (−1, 1], (3.2)

其中 𝑉 (𝑥) 是函数 𝑥2/2 在单位圆周 𝕊1 上的限制。那么 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) = −𝜆𝑢 + |𝑝|2/2 + 𝑉 (𝑥) 在
𝑇 ∗𝕊 × ℝ上是 Lipschitz连续的。假设 𝜆 > 2，那么存在两个粘性解

𝑢1(𝑥) = 𝜆 + √𝜆2 − 4
2 𝑉 (𝑥), 𝑢2(𝑥) = 𝜆 − √𝜆2 − 4

2 𝑉 (𝑥).

可以证明唯一的正向弱 KAM解 𝑢+ 满足 𝑢+(0) = 𝑢1(0) = 𝑢2(0)并且在 (0, 1]上 𝑢+(𝑥) < 𝑢2(𝑥).
这说明即使 ℐ𝑢1

= ℐ𝑢2
= {0}，也不能得到 𝑢1 = 𝑢2 处处成立。

我们接下来考虑 Cauchy问题 (2.1)的粘性解的长期行为。

定理 3.4 对于任意 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，记 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (2.1)的唯一粘性解，那么

(1) 如果 𝜑满足以下条件

(∗) 𝜑 ≥ 𝑢+ 并且存在一点 𝑥0 使得 𝜑(𝑥0) = ̄𝑢+(𝑥0).

那么 𝑢(𝑥, 𝑡)具有与 𝑡和 𝜑无关的界。

(2) 如果条件 (∗)不成立，同时性质 2.4成立，那么

(a) 如果存在一点 𝑥0 使得 𝜑(𝑥0) < 𝑢+(𝑥0)，那么 𝑢(𝑥, 𝑡)在 𝑡 → +∞时一致趋于 −∞；

(b) 如果 𝜑 > 𝑢+，那么 𝑢(𝑥, 𝑡)在 𝑡 → +∞时一致趋于 +∞.

3.2.1 主要结论的证明

在本小节中，为了记号简便，我们假设𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢严格单调递增，并且考虑 (1.2)
的正向弱 KAM解和正向半群。在下面的证明中，除了例 3.1的证明以外，我们的基本假设
和 3.1小节是一致的。由定义，这与考虑严格单调递减情形下 (1.2)的粘性解和负向半群是
等价的，两者只相差一个负号。在命题 3.1中，我们证明了方程 (1.2)的正向弱 KAM解集合
关于𝑊 1,∞-范数的一致有界性。在命题 3.2中，我们证明了 (1.2)最小正向弱 KAM解的存在
性，这说明定理 3.3 (2)中偏序意义下的最大元存在。在命题 3.3中，我们证明了方程 (1.2)
正向弱 KAM解关于投影 Aubry集邻域的比较定理。在命题 3.4中，我们考虑了正向半群作
用下 𝑇 +

𝑡 𝜑的长期行为。

命题 3.1 正向弱 KAM解集合 𝒮+ 在 ‖ ⋅ ‖∞-范数诱导的拓扑下是紧的。

证明 既然 𝑣+ ≤ 𝑢−，我们还需要证明 𝑣+ ∈ 𝒮+有一致下界。取 𝑦 ∈ ℐ𝑣+
，那么 𝑣+(𝑦) = 𝑢−(𝑦). 令

𝛼 ∶ [0, 𝜇] → 𝑀 是连接 𝑥和 𝑦的常速测地线，那么 ‖�̇�‖ ≤ 𝛿. 如果 𝑣+(𝑥) ≥ 𝑢−(𝑦)，那么证明结
束。如果 𝑇 +

𝜇 𝑣+(𝑥) = 𝑣+(𝑥) < 𝑢−(𝑦)，由于 𝑣+(𝑦) = 𝑢−(𝑦)，存在 𝜎 ∈ (0, 𝜇]使得 𝑣+(𝛼(𝜎)) = 𝑢−(𝑦)
并且 𝑣+(𝛼(𝑠)) < 𝑢−(𝑦)对所有 𝑠 ∈ [0, 𝜎)成立。由定义

𝑣+(𝛼(𝑠)) ≥ 𝑣+(𝛼(𝜎)) − ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑣+(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

= 𝑢−(𝑦) − ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑣+(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,
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从而

𝑢−(𝑦) − 𝑣+(𝛼(𝑠)) ≤ ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑣+(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≤ ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 𝑢−(𝑦))𝑑𝜏 + 𝜆 ∫

𝜎

𝑠
(𝑢−(𝑦) − 𝑣+(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆 ∫
𝜎

𝑠
(𝑢−(𝑦) − 𝑣+(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,

其中

𝐿0 ∶= 𝐶𝐿 + 𝜆‖𝑢−‖∞.

令 𝐺(𝜎 − 𝑠) = 𝑢−(𝑦) − 𝑣+(𝛼(𝑠))，那么

𝐺(𝜎 − 𝑠) ≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆 ∫
𝜎−𝑠

0
𝐺(𝜏)𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式有

𝑢−(𝑦) − 𝑣+(𝛼(𝑠)) = 𝐺(𝜎 − 𝑠) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆(𝜎−𝑠) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇, ∀𝑠 ∈ [0, 𝜎).

因此 𝑣+(𝑥) ≥ 𝑢−(𝑦) − 𝐿0𝜇𝑒𝜆𝜇，即 𝑣+ 有一致下界。那么存在常数 𝐾 > 0使得 ‖𝑣+‖∞ ≤ 𝐾 .
我们接着证明 𝑣+是等度 Lipschitz连续的。对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀，令 𝛼 ∶ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿] → 𝑀

是长度为 𝑑(𝑥, 𝑦)的测地线，具有常速度 ‖�̇�‖ = 𝛿并且连接 𝑥和 𝑦. 那么

𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣+(𝛼(𝑠))) ≤ 𝐶𝐿 + 𝜆𝐾, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿].

由于 𝑣+ ≺ 𝐿，有

𝑣+(𝑦) − 𝑣+(𝑥) ≤ ∫
𝑑(𝑥,𝑦)/𝛿

0
𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣+(𝛼(𝑠)))𝑑𝑠 ≤ 1

𝛿 (𝐶𝐿 + 𝜆𝐾)𝑑(𝑥, 𝑦).

交换 𝑥和 𝑦，我们得到了 ‖𝑣+‖𝑊 1,∞ 的一致有界性。 ∎

命题 3.2 令 𝐴是 𝒮+的一个全序子集，对每个 𝑥 ∈ 𝑀 定义 ̄𝑢(𝑥) ∶= inf𝑢∈𝐴 𝑢(𝑥)，那么 ̄𝑢 ∈ 𝒮+.

证明 既然 𝑣+ ∈ 𝒮+ 有下界，函数 ̄𝑢 ∶= inf𝑢∈𝐴 𝑢(𝑥)对于每个 𝑥 ∈ 𝑀 是良定义的。如果 𝐴是
有限集，结论是显然的。我们只需要讨论 𝐴是无限集的情况。由命题 3.1，集合 𝒮+ 中的序

列 𝑢𝑛 点点收敛意味着一致收敛。我们首先说明极限函数在 𝒮+ 中。由命题 2.1 (2)，有

‖𝑇 +
𝑡 𝑢𝑛 − 𝑇 +

𝑡 ̄𝑢‖∞ ≤ 𝑒𝜆𝑡‖𝑢𝑛 − ̄𝑢‖∞,

上式右端一致收敛于零，因此

𝑇 +
𝑡 ̄𝑢 = lim

𝑛→+∞
𝑇 +

𝑡 𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ̄𝑢.

我们接着证明 𝐴中点点收敛于 ̄𝑢的序列存在。从而根据上面讨论 ̄𝑢 ∈ 𝒮+. 由命题 3.1，
所有 𝑢 ∈ 𝒮+ 都是 𝜅-Lipschitz连续的，因此

̄𝑢(𝑥) − ̄𝑢(𝑦) ≤ sup
𝑢∈𝒮+

|𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑦)| ≤ 𝜅|𝑥 − 𝑦|. (3.3)
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既然𝑀 是紧致的，它是可分的，因此存在可数的稠密子集，记为 𝑈 ∶= {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … }.
我们断言，存在序列 {𝑢𝑛}𝑛∈ℕ ⊂ 𝐴使得对于给定的 𝑛 ∈ ℕ和任意的 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}，有

0 ≤ 𝑢𝑛(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) < 1
𝑛 . (3.4)

利用这个断言，我们可以证明序列 𝑢𝑛 点点收敛于 ̄𝑢. 实际上，对于每个 𝑥 ∈ 𝑀，存在序列
𝑉 ∶= {𝑥𝑚}𝑚∈ℕ ⊆ 𝑈 使得 |𝑥𝑚 − 𝑥| < 1

𝑚 . 给定 𝑥 ∈ 𝑀 和 𝑛 ∈ ℕ，对于 𝑥𝑖 ∈ {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ∩ 𝑉，
利用 (3.3)有

|𝑢𝑛(𝑥) − ̄𝑢(𝑥)| ≤ |𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢𝑛(𝑥𝑖)| + |𝑢𝑛(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖)| + | ̄𝑢(𝑥) − ̄𝑢(𝑥𝑖)|

≤ 2𝜅|𝑥𝑖 − 𝑥| + 1
𝑛 ≤ 2𝜅

𝑖 + 1
𝑛 .

令 𝑛和 𝑖趋于无穷，我们得到 𝑢𝑛 点点收敛于 ̄𝑢.
我们最后来证明上面的断言。由 ̄𝑢的定义，有 𝑢𝑛 ≥ ̄𝑢. 接下来，我们构造序列 {𝑢𝑛}𝑛∈ℕ ⊂ 𝐴

使得对于给定的 𝑛 ∈ ℕ 和每个 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}，式 (5.9) 成立。首先，对于 𝑥1 ∈ 𝑈，我们
取 𝑣1 ∈ 𝐴 满足 𝑣1(𝑥1) − ̄𝑢(𝑥1) < 1/𝑛. 令 𝑥𝑗 ∈ 𝑈 (𝑗 ≤ 𝑛) 满足 𝑣1(𝑥𝑗) − ̄𝑢(𝑥𝑗) ≥ 1/𝑛 并且
𝑣1(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) < 1/𝑛对 𝑖 ≤ 𝑗 − 1成立。对于 𝑥𝑗，取 𝑣2 ∈ 𝐴满足 𝑣2(𝑥𝑗) − ̄𝑢(𝑥𝑗) < 1/𝑛. 那么

𝑣2(𝑥𝑗) < ̄𝑢(𝑥𝑗) + 1
𝑛 ≤ 𝑣1(𝑥𝑗).

注意到 𝐴是全序子集，有 𝑣2 ≤ 𝑣1.因此，对于 𝑖 ≤ 𝑗 − 1有

𝑣2(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) ≤ 𝑣1(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) < 1
𝑛 .

因此，我们找到了 𝑣2 ∈ 𝐴满足对所有 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑗}，有 𝑣2(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) < 1/𝑛. 重复上述操
作，我们得到 𝑣𝑘 ∈ 𝐴 (𝑘 ≤ 𝑛)满足对于所有 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}，有

𝑣𝑘(𝑥𝑖) − ̄𝑢(𝑥𝑖) < 1
𝑛 .

取 𝑢𝑛 = 𝑣𝑘 即可。 ∎

命题 3.3 令 𝑣+ 和 𝑣′
+ 是定态方程 (1.2)的两个正向弱 KAM解，那么

(1) 如果 𝑣+ ≤ 𝑣′
+，那么 ∅ ≠ ℐ𝑣+

⊆ ℐ𝑣′
+

⊆ ℐ𝑢+
;

(2) 如果存在 ℐ𝑣+
的邻域 𝒪 使得 𝑣′

+|𝒪 ≥ 𝑣+|𝒪，那么 𝑣′
+ ≥ 𝑣+ 处处成立。

(3) 如果 ℐ𝑣′
+

= ℐ𝑣+
并且 𝑣′

+|𝒪 = 𝑣+|𝒪，那么 𝑣′
+ = 𝑣+ 处处成立。

证明 陈述 (1)由定理 3.1 (3)保证，陈述 (3)由陈述 (2)容易得到。因此我们只需要证明陈述
(2). 由命题 2.4，对于满足 𝛾+(0) = 𝑥的 (𝑣+, 𝐿, 0)-校准曲线 𝛾+ ∶ [0, +∞) → 𝑀，存在足够大
的 𝑡0 使得 𝛾+(𝑡0) ∈ 𝒪 . 定义

𝐹 (𝑠) = 𝑣+(𝛾+(𝑠)) − 𝑣′
+(𝛾+(𝑠)), 𝑠 ∈ [0, 𝑡0].

42



3.2 严格单调递减情形

如果 𝑣+ > 𝑣′
+，那么 𝐹 (0) = 𝑣+(𝑥) − 𝑣′

+(𝑥) > 0并且 𝐹 (𝑡0) = 𝑣+(𝛾+(𝑡0)) − 𝑣′
+(𝛾+(𝑡0)) ≤ 0. 从而存

在 𝜎 ∈ (0, 𝑡0]使得 𝐹 (𝜎) = 0并且 𝐹 (𝑠) > 0对所有 𝑠 ∈ [0, 𝜎)成立。由定义

𝑣+(𝛾+(𝜎)) − 𝑣+(𝛾+(𝑠)) = ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛾+(𝜏), ̇𝛾+(𝜏), 𝑣+(𝛾+(𝜏)))𝑑𝜏,

以及

𝑣′
+(𝛾+(𝜎)) − 𝑣′

+(𝛾+(𝑠)) ≤ ∫
𝜎

𝑠
𝐿(𝛾+(𝜏), ̇𝛾+(𝜏), 𝑣′

+(𝛾+(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝐹 (𝜎) + 𝜆 ∫
𝜎

𝑠
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式有 𝐹 (𝑠) = 𝐺(𝜎 − 𝑠) ≡ 0对所有 𝑠 ∈ [0, 𝜎]成立，这与 𝐹 (0) > 0矛盾。因
此 𝑣′

+ ≥ 𝑣+. ∎

例 3.1的证明. 我们已经知道对于所有 𝑢− ∈ 𝒮−，有 𝑢+ ≤ 𝑢−. 所以只需要说明 𝑢+(𝑥) < 𝑢2(𝑥)
对于 𝑥 ∈ (−1, 1]\{0}成立即可。由对称性，我们只考虑 𝑥 ∈ (0, 1]. 既然 𝑢+是半凸函数，并且

满足 𝑢+(𝑥) ≤ 𝑢2(𝑥)，正向解 𝑢+ 在 𝑥 = 1处不能等于 𝑢2. 接下来，我们假设存在 𝑥0 ∈ (0, 1)使
得 𝑢+(𝑥0) = 𝑢2(𝑥0). 由于 𝜆 > 2，𝜆𝑢2(𝑥) > 𝑉 (𝑥)对所有 𝑥 ∈ (0, 1)成立。对于 𝑧 > 𝑉 (𝑥)，定义

𝑓(𝑥, 𝑧) = 𝜆√2(𝑧 − 𝑉 (𝑥)),

那么 𝑓(𝑥, 𝑧)在 (0, 1)×{𝑧 ∈ ℝ ∶ 𝑧 > 𝑉 (𝑥)}上是 𝐶1的。根据常微分方程理论，对于 𝑥 ∈ (0, 1)，
𝜆𝑢2(𝑥)是下面方程的唯一解

𝑑𝑧
𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧(𝑥0) = 𝑢2(𝑥0). (3.5)

如果 𝑢+在 (0, 1)上可微，那么 𝑢+在经典的意义上满足方程 (3.2). 由于 𝑢+ ≤ 𝑢2并且 𝑢+(𝑥0) =
𝑢2(𝑥0)，𝜆𝑢+ 是 (3.5)的唯一解。这也就是说 𝑢+ = 𝑢2 在 (0, 1)上成立，与 𝑢+ 的半凸性质矛盾。

因此，对于 𝑥 ∈ (0, 1]，有 𝑢+ < 𝑢2.
现在还需要证明 ̄𝑢+在 (0, 1)上可微。假设存在 𝑦0 ∈ (0, 1)使得 𝑢+在 𝑦0不可微。由于 𝑢+

是方程 (3.2)的唯一正向弱 KAM解，存在 𝑙 > 0使得 ±𝑙 ∈ 𝐷∗𝑢+(𝑦0)，这里 𝐷∗表示可达梯度

的集合。根据 𝑢+的半凸性，它在 𝑦0左边是单调递减的。由于 𝑢+(0) = 0并且 𝑢+(𝑦0) ≥ 0，存
在 𝑢+ 的局部极大值点 𝑧0 ∈ (0, 𝑦0). 由于 𝑢+ 的半凸性，它在 𝑧0 处可微，从而 𝑢′

+(𝑧0) = 0. 由
(3.2)我们有 −𝜆𝑢+(𝑧0) + 𝑉 (𝑧0) = 0. 由于 𝑢′

+(𝑥)对几乎处处的 𝑥存在，就有 𝑧1 ∈ (𝑧0, 𝑦0)使得
𝑢′

+(𝑧1)存在，|𝑢′
+(𝑧1)| > 0并且 𝑢+(𝑧0) ≥ 𝑢+(𝑧1) ≥ 0. 我们还有 𝑉 (𝑧1) > 𝑉 (𝑧0). 因此

−𝜆 ̄𝑢+(𝑧1) + 1
2| ̄𝑢′

+(𝑧1)|2 + 𝑉 (𝑧1) > −𝜆 ̄𝑢+(𝑧0) + 𝑉 (𝑧0) = 0,

这与 𝑢+ 在 𝑧1 处在经典的意义下满足方程 (3.2)矛盾。

命题 3.4 给定 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，有如下结论

(1) 如果 𝜑满足命题 2.2中的条件 (⊙)，那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡和 𝜑的界。

(2) 如果条件 (⊙)不成立，那么有如下两种可能
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(a) 存在 𝑥0 使得 𝜑(𝑥0) > 𝑢−(𝑥0)，那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞的时候一致趋于 +∞.

(b) 𝜑 < 𝑢−，那么 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞的时候一致趋于 −∞.

证明 陈述 (1) 的证明见 2.2. 我们需要证明陈述 (2). 我们只证明陈述 (a)，陈述 (b) 的证明
是类似的。我们首先说明 𝑇 +

𝑡 𝜑 有下界。令 𝑦0 ∈ 𝑀 是 𝜑 − 𝑢− 的极大值点。定义 𝜑0(𝑥) ∶=
𝜑(𝑥) − (𝜑(𝑦0) − 𝑢−(𝑦0))，那么 𝜑0(𝑥)满足条件 (⊙)，故 𝑇 +

𝑡 𝜑0 一致有界。注意到 𝜑0 < 𝜑. 由命
题 2.1 (1)，有 𝑇 +

𝑡 𝜑 ≥ 𝑇 +
𝑡 𝜑0，即 𝑇 +

𝑡 𝜑有下界。
我们首先证明max𝑥∈𝑀 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞的时候趋于+∞. 反之，假设存在一列 𝑡𝑛 → +∞
使得 𝑇 +

𝑡𝑛
𝜑 的界为常数 𝐶 . 对于给定的 𝑡𝑛，函数 𝑣𝑛(𝑥) ∶= 𝑇 +

𝑡𝑛
𝜑(𝑥) 是定义在 𝑀 上的有界

连续函数。下面我们证明 𝜑(𝑥0) ≤ 𝑇 −
𝑡𝑛

𝑣𝑛(𝑥0). 如若不然，则有 𝜑(𝑥0) > 𝑇 −
𝑡𝑛

𝑣𝑛(𝑥0) 成立。令
𝛾 ∶ [0, 𝑡𝑛] → 𝑀 是满足 𝛾(𝑡𝑛) = 𝑥0 的 𝑇 −

𝑡𝑛
𝑣𝑛(𝑥0)的极小曲线。定义

𝐹 (𝑠) ∶= 𝑇 +
𝑡𝑛−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − 𝑇 −

𝑠 𝑣𝑛(𝛾(𝑠)), 𝑠 ∈ [0, 𝑡𝑛].

由假设 𝐹 (𝑡𝑛) > 0. 有如下两种情况
情况 (1)：存在 𝜎 ∈ [0, 𝑡𝑛]使得 𝐹 (𝜎) = 0并且 𝐹 (𝑠) > 0对所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝑡𝑛]成立。由定义

𝑇 −
𝑠 𝑣𝑛(𝛾(𝑠)) = 𝑇 −

𝜎 𝑣𝑛(𝛾(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝑣𝑛(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

并且

𝑇 +
𝑡𝑛−𝜎𝜑(𝛾(𝜎)) ≥ 𝑇 +

𝑡𝑛−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 +

𝑡𝑛−𝜏𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝐹 (𝜎) + 𝜆 ∫
𝑠

𝜎
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式有 𝐹 (𝑠) ≡ 0对所有 𝑠 ∈ [𝜎, 𝑡𝑛]成立，与 𝐹 (𝑡𝑛) > 0矛盾。
情况 (2)：对所有 𝑠 ∈ [0, 𝑡𝑛]，有 𝐹 (𝑠) > 0. 由定义

𝑇 −
𝑠 𝑣𝑛(𝛾(𝑠)) =𝑣𝑛(𝛾(0)) + ∫

𝑠

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝑣𝑛(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏

=𝑇 +
𝑡𝑛

𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑠

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝑣𝑛(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏

≥𝑇 +
𝑡𝑛−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − ∫

𝑠

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 +

𝑡𝑛−𝜏𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏

+ ∫
𝑠

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝑣𝑛(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝜆 ∫
𝑠

0
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,

因此 𝐹 (𝑠) ≡ 0，与 𝐹 (𝑡𝑛) > 0矛盾。
因此 𝜑(𝑥0) ≤ 𝑇 −

𝑡𝑛
𝑣𝑛(𝑥0). 根据命题 2.1 (1)有

𝑇 −
𝑡𝑛

(−𝐶)(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡𝑛

𝑣𝑛(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡𝑛

𝐶(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

由定理 3.2,极限函数 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 ± 𝐶(𝑥)存在，并且等于 𝑢−. 从而

lim
𝑛→+∞

𝑇 −
𝑡𝑛

𝑣𝑛(𝑥) = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 (±𝐶)(𝑥) = 𝑢−(𝑥).
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因此

𝑢−(𝑥0) = lim
𝑛→+∞

𝑇 −
𝑡𝑛

𝑣𝑛(𝑥0) ≥ 𝜑(𝑥0) > 𝑢−(𝑥0),

得到矛盾。

最后我们证明当 𝑡 → +∞时 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)一致趋于 +∞. 令 𝑊 (𝑥)是 𝑥𝑒𝑥 的反函数，取 𝜇 ≤

𝑊 (1)/𝜆0. 定义 𝐾(𝑡) ∶= max𝑥∈𝑀 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)，当 𝑡 → +∞ 时它趋于 +∞. 任取 𝑥 ∈ 𝑀 . 如果

𝑇 +
𝑡+𝜇𝜑(𝑥) ≥ 𝐾(𝑡)，那么证明结束。因此我们假设 𝑇 +

𝑡+𝜇𝜑(𝑥) < 𝐾(𝑡). 令 𝑥𝑡 是 𝑇 +
𝑡 𝜑的最大值点。

取测地线 𝛼 ∶ [0, 𝜇] → 𝑀 满足 𝛼(0) = 𝑥𝑡，𝛼(𝜇) = 𝑥并且具有常速度 ‖�̇�‖ ≤ diam(𝑀)/𝜇. 由连
续性，存在 𝜎 ∈ [0, 𝜇)使得 𝑇 +

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) = 𝐾(𝑡)并且 𝑇 +
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) < 𝐾(𝑡)对所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇]成立。

从而

𝑇 +
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≥ 𝑇 +

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) − ∫
𝑠

𝜎
𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏), 0)𝑑𝜏 − 𝜆𝐾(𝑡)𝜇 − 𝜆 ∫

𝑠

𝜎
(𝐾(𝑡) − 𝑇 +

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏

≥ 𝐾(𝑡) − ̄𝐶𝐿𝜇 − 𝜆𝜇𝐾(𝑡) − 𝜆 ∫
𝑠

𝜎
(𝐾(𝑡) − 𝑇 +

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)))𝑑𝜏,

其中
̄𝐶𝐿 ∶= max

𝑥∈𝑀,‖�̇�‖≤diam(𝑀)/𝜇
|𝐿(𝑥, �̇�, 0)|

根据性质 2.4是有限值。利用 Gronwall不等式，有

𝑇 +
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≥ (1 − 𝜆𝜇𝑒𝜆𝜇)𝐾(𝑡) − ̄𝐶𝐿𝜇𝑒𝜆𝜇.

既然 𝜇 ≤ 𝑊 (1)/𝜆0，有 1 − 𝜆0𝜇𝑒𝜆0𝜇 > 0. 取 𝑠 = 𝜇，我们得到 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥)当 𝑡 → +∞时 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)一
致趋于 +∞. ∎

3.3 本章小结

在本章，我们着重讨论了接触 Hamilton 函数 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) 关于 𝑢 严格单调递增和严格单
调递减两种情况。我们主要的考虑对象是定态方程 (1.2) 粘性解集的结构，以及演化方程
Cauchy问题 (2.1)唯一粘性解的长期行为。从物理的角度而言，单调递增情形的特征线对应
于耗散效应，而单调递减情形的特征线对应于激励效应。因此，我们可以期望单调递增情形

演化方程的解收敛到定态方程的解，而单调递减情形将会复杂的多。

对于单调递增情形，由于比较定理成立，分析相对简单。我们给出了定态方程粘性解集

的结构刻画，并且定义了相应的共轭对与投影 Aubry集。对于演化方程，我们证明了对于任
意连续初值，相应的粘性解随着 𝑡 → +∞一致收敛于定态方程的唯一粘性解。本文的证明独
立于已有文献的证明，并且不要求𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑝的严格凸性质。
对于单调递减情形，我们将它转化为考虑单调递增情形的正向弱 KAM 解和正向半群

的问题。我们证明了粘性解的一致有界性，最大元的存在性，以及关于投影 Aubry集的邻
域的比较定理。对于演化方程，我们证明在不同连续初值下粘性解的长期行为并不相同。此

时 Cauchy问题的粘性解有可能趋于无穷。这一现象说明了单调递减情形比单调递增情形要
更加复杂。从动力系统的角度而言，此时唯一的正向弱 KAM解可以看作是解半群算子作用
下不稳定的不动点，而当不稳定的不动点存在时，动力学复杂性就会出现。例如，文献 [72]
指出单调递减情形存在非平凡的周期解。
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在本章，我们考虑接触 Hamilton函数𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢非单调的情形，具体分析了两大
类关于未知函数非单调的接触型 Hamilton-Jacobi方程。与前类似，我们依然考虑定态方程
粘性解集合的结构，以及演化方程粘性解的长期行为。

4.1 广义打折方程

在本小节，我们考虑的方程如下

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢 = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝑀. (4.1)

这里 𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ是连续的，关于 𝑝凸且强制性增长，即 lim‖𝑝‖→+∞ 𝐻(𝑥, 𝑝) = +∞. 那么
相应的 Lagrange函数定义为

𝐿(𝑥, �̇�) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
{⟨�̇�, 𝑝⟩𝑥 − 𝐻(𝑥, 𝑝)},

并且是下半连续的，关于 �̇�凸。此时我们可以把第 2章的结果应用在这类方程上。此外，连
续函数 𝜆(𝑥)满足

(±): 存在 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑀 使得 𝜆(𝑥1) > 0并且 𝜆(𝑥2) < 0.

从经济学角度来看，假设 (±)可以对应于浮动的利率。也即，利率依赖于空间变量，并且负
号可以变动。从理论的角度而言，这类系统是关于未知函数 𝑢非单调的系统，可以体现出和
单调情形完全不同的性质。

4.1.1 主要结论

我们首先考虑定态方程 (4.1)粘性解的存在性。下面的结论在 [68]中在 Tonelli条件下
得到证明。我们进一步把结论弱化到一般 PDE的假设之下。

定理 4.1 令
𝑐0 ∶= inf

𝑢∈𝐶∞(𝑀)
sup
𝑥∈𝑀 {𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢}.

那么 𝑐0是有限值。对于给定的 𝑐 ≥ 𝑐0，方程 (4.1)的所有粘性下解的 ‖ ⋅ ‖𝑊 1,∞-范数是有界的。
此外

(1) (4.1)有粘性解当且仅当 𝑐 ≥ 𝑐0.

(2) 如果 𝑐 > 𝑐0，那么 (4.1)有至少两个粘性解。

(3) (4.1)有最大粘性解和最小粘性解。
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4.1 广义打折方程

在第 4.1.5小节，我们将在临界情形 𝑐 = 𝑐0 下给出粘性解唯一的例子。结合 [2]例 3.1，
临界情形下定态方程的粘性解集有很多种可能。与非临界情形 𝑐 > 𝑐0 不同，定态方程可能

只有唯一的粘性解，或者有无穷多个粘性解。

在第二部分，我们考虑相应的演化方程 Cauchy问题

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)) + 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀,
(4.2)

其中 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 根据第 2章的结果，这个 Cauchy问题的唯一粘性解可以表示为

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
[𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏)) − 𝜆(𝛾(𝜏))𝑇 −

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑐]d𝜏} . (T-)

由于方程关于未知函数非单调，我们不能像引理 3.1那样证明 (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)在𝑀 ×

(0, +∞)上的 Lipschitz性质。从动力学的角度而言，我们一旦得到了 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的极小曲线的

Lipschitz估计，我们就得到了 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的 Lipschitz估计。由于 𝐻 仅仅是连续的，我们不能

直接应用接触 Hamilton方程得到 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)极小曲线的正则性。利用 [63]的类似方法，我们

对于某类非光滑的能量函数给出了 Erdmann条件，见引理 C.2. 为了证明这一点，我们需要
进一步加如下假设

(⋆) 对于任意 𝑥 ∈ 𝑀，𝐻(𝑥, 𝑝) 关于 𝑝 是严格凸的。同时存在超线性增长的函数 𝜃 ∶
[0, +∞) → [0, +∞)使得𝐻(𝑥, 𝑝) ≥ 𝜃(‖𝑝‖).

定理 4.2 假设 (⋆)成立。令 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (4.2)在 𝑐 ≥ 𝑐0时的粘性解。那么 𝑢(𝑥, 𝑡)在𝑀 × (0, +∞)
上局部 Lipschitz连续。此外，存在函数 𝑢+

min ∈ 𝐶(𝑀)，我们称之为 (4.1)的最小正向弱 KAM
解，使得

(1) 如果 𝜑 ≥ 𝑢max，那么当 𝑡 → +∞时 𝑢(𝑥, 𝑡)一致收敛于 𝑢max.

(2) 如果存在 𝑥0 ∈ 𝑀 使得 𝜑(𝑥0) < 𝑢+
min(𝑥0)，那么当 𝑡 → +∞时 𝑢(𝑥, 𝑡)一致趋于 −∞.

如果 𝑐 > 𝑐0 并且初值函数比 𝑢+
min大，我们有如下结论

定理 4.3 假设 (⋆)成立。令 𝑢(𝑥, 𝑡)是 (4.2)在 𝑐 > 𝑐0时的粘性解。我们记 𝑢+
min是 (4.1)的最小

正向弱 KAM解。那么对于所有满足 𝜑 > 𝑢+
min 的初值 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，粘性解 𝑢(𝑥, 𝑡)当 𝑡 → +∞

时一致收敛于 𝑢max.

注 4.1 值得说明的是，在定理 4.3中，如果 𝑢+
min < 𝜑 ≤ 𝑢max，长期行为的证明是不需要假设

(⋆)成立的。

4.1.2 定理 4.1的证明

命题 4.1 𝑐0 是有限值。

证明 取 𝑢(𝑥) ≡ 0，那么由定义

𝑐0 ≤ sup
𝑥∈𝑀

𝐻(𝑥, 0) < +∞.
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定义

e0 ∶= min
(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀

𝐻(𝑥, 𝑝) > −∞.

由假设 (±)，存在 𝑥0 ∈ 𝑀 使得 𝜆(𝑥0) = 0. 因此对于所有 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑀)，有

𝑐0 = inf
𝑢∈𝐶∞(𝑀)

sup
𝑥∈𝑀 {𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥)}

⩾ inf
𝑢∈𝐶∞(𝑀) {𝐻(𝑥0, 𝐷𝑢(𝑥0)) + 𝜆(𝑥0)𝑢(𝑥0)}

= inf
𝑢∈𝐶∞(𝑀)

𝐻(𝑥0, 𝐷𝑢(𝑥0)) ⩾ e0.

因此 𝑐0 是有限值。 ∎

命题 4.2 对于 𝑐 < 𝑐0，方程 (4.1)没有连续粘性下解。

证明 假设对于 𝑐 < 𝑐0，方程 (4.1)有连续粘性下解 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ. 令

𝜆0 ∶= ‖𝜆(𝑥)‖∞ > 0. (4.3)

由粘性下解的定义，对于所有 𝑝 ∈ 𝐷+𝑢(𝑥)，有

𝐻(𝑥, 𝑝) ≤ 𝑐 − 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥) ≤ 𝑐 + 𝜆0‖𝑢‖∞.

由 𝐻 关于 𝑝的强制增长性，函数 𝑢是 Lipschitz连续的。根据 [47]引理 2.2，对所有 𝜀 > 0，
存在 𝑢𝜀 ∈ 𝐶∞(𝑀)使得 ‖𝑢 − 𝑢𝜀‖∞ < 𝜀，并且对所有 𝑥 ∈ 𝑀 有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝜀(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥) ≤ 𝑐 + 𝜀.

取 𝜀 = 1
2(1+𝜆0) (𝑐0 − 𝑐) > 0，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝜀(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢𝜀(𝑥)

⩽ 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝜀(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥) + 𝜆0‖𝑢 − 𝑢𝜀‖∞

⩽ 𝑐 + (1 + 𝜆0)𝜀 < 𝑐0,

这与 𝑐0 的定义矛盾。 ∎

这里我们依然记 𝑇 ±
𝑡 为下面 Lagrange函数定义的正负向解半群

𝐿(𝑥, �̇�) − 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥) + 𝑐.

引理 4.1 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀).

(1) 𝑇 −
𝑡 𝜑有无关于 𝑡的上界。

(2) 𝑇 +
𝑡 𝜑有无关于 𝑡的下界。

48



4.1 广义打折方程

证明 取 𝑥1 ∈ 𝑀 满足 𝜆(𝑥1) > 0. 我们首先证明

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥1) ≤ max{𝜑(𝑥1), 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐

𝜆(𝑥1) }, ∀𝑡 ≥ 0.

若不然，存在 𝑡 > 0使得

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥1) > max{𝜑(𝑥1), 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐

𝜆(𝑥1) } ≥ 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐
𝜆(𝑥1) .

那么存在两种情况：

(i)对于所有 𝑠 ∈ [0, 𝑡]有
𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥1) > 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐
𝜆(𝑥1) .

取常数曲线 𝛾 ≡ 𝑥1，有

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥1) ≤ 𝜑(𝑥1) + ∫

𝑡

0
[𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐 − 𝜆(𝑥1)𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥1)]𝑑𝑠 < 𝜑(𝑥1),

导出矛盾。

(ii)存在 𝑡0 ≥ 0使得
𝑇 −

𝑡0
𝜑(𝑥1) = 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐

𝜆(𝑥1) ,

并且

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥1) > 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐

𝜆(𝑥1) , ∀𝑠 ∈ (𝑡0, 𝑡].

取常数曲线 𝛾 ≡ 𝑥1，有

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥1) ≤ 𝑇 −

𝑡0
𝜑(𝑥1) + ∫

𝑡

0
[𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐 − 𝜆(𝑥1)𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥1)]𝑑𝑠 < 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐
𝜆(𝑥1) ,

导出矛盾。

接下来我们证明对于所有 𝑥 ∈ 𝑀 和 𝑡 > 0，𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)是上有界的。我们只需要说明对于

所有 𝑥 ∈ 𝑀 和 𝑡 > 0，𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑(𝑥)是有上界的，这里 𝜇的定义见引理 2.5，其中 𝐿(𝑥, �̇�, 0)取为

这里的 𝐿(𝑥, �̇�). 令 𝛼 ∶ [0, 𝜇] → 𝑀 是连接 𝑥1 和 𝑥的常速测地线，那么 ‖�̇�‖ ≤ 𝛿. 令

𝐾0 ∶= max{𝜑(𝑥1), 𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐
𝜆(𝑥1) }.

给定 𝑥 ≠ 𝑥1. 我们假设 𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑(𝑥) > 𝐾0. 否则证明结束。由于 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥1) ≤ 𝐾0，存在 𝜎 ∈ [0, 𝜇)
使得 𝑇 −

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) = 𝐾0 并且 𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) > 𝐾0 对所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇]成立。由定义

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≤ 𝑇 −

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆(𝛼(𝜏)) ⋅ 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

= 𝐾0 + ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆(𝛼(𝜏)) ⋅ 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏,

从而

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) − 𝐾0 ≤ ∫

𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆(𝛼(𝜏)) ⋅ 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

≤ ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆(𝛼(𝜏)) ⋅ 𝐾0 + 𝑐]𝑑𝜏 + 𝜆0 ∫

𝑠

𝜎
[𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − 𝐾0]𝑑𝜏

≤ 𝐿0𝜇 + 𝜆0 ∫
𝑠

𝜎
[𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − 𝐾0]𝑑𝜏,
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其中 𝜆0 的定义见 (4.3)并且
𝐿0 ∶= 𝐶𝐿 + 𝜆0𝐾0 + 𝑐.

这里 𝐶𝐿的定义见引理 2.5，其中 𝐿(𝑥, 𝜉, 0) ≤ ̄𝐶 在这里写作 𝐿(𝑥, 𝜉) ≤ 𝐶𝐿. 利用 Gronwall不等
式，我们有

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) − 𝐾0 ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆0(𝑠−𝜎) ≤ 𝐿0𝜇𝑒𝜆0𝜇, ∀𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇].

取 𝑠 = 𝜇有 𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑(𝑥) ≤ 𝐾0 + 𝐿0𝜇𝑒𝜆0𝜇.

类似于上面的讨论，取常数曲线 𝛾(𝜏) ≡ 𝑥2对 𝜏 ∈ [0, 𝑡]成立，并且把 𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑替换成 𝑇 +

𝑡−𝜇𝜑，
可以证明

𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑥) ≥ min{𝜑(𝑥2), 𝐿(𝑥2, 0) + 𝑐

𝜆(𝑥2) } − 𝐿0𝜇𝑒𝜆0𝜇. (4.4)

我们略去证明。 ∎

推论 4.1 令 𝑢0是方程 (4.1)的 Lipschitz连续的粘性下解。那么 𝑇 −
𝑡 𝑢0 (resp. 𝑇 +

𝑡 𝑢0)有和 𝑡与 𝑢0

无关的上界 (resp. 下界)。

证明 我们只证明 𝑇 −
𝑡 𝑢0 有和 𝑡与 𝑢0 无关的上界。对于 𝑇 +

𝑡 𝑢0 证明是类似的。令

e0 ∶= min
(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀

𝐻(𝑥, 𝑝). (4.5)

由于𝐻 关于 𝑝的强制性增长，e0 > −∞. 由粘性下解的定义，𝐻(𝑥1, 𝑝) + 𝜆(𝑥1)𝑢0(𝑥1) ⩽ 𝑐对所
有 𝑝 ∈ 𝐷∗𝑢0(𝑥1)成立，其中 𝐷∗ 表示可达梯度。从而

𝜆(𝑥1)𝑢0(𝑥1) ⩽ 𝑐 − min
(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀

𝐻(𝑥, 𝑝) = 𝑐 − e0.

因此，对于所有的粘性下解 𝑢0，有

𝑢0(𝑥1) ≤ 𝑐 − e0
𝜆(𝑥1) .

令

𝐾0 ∶= 𝑐 − e0
𝜆(𝑥1) , 𝐿0 ∶= 𝐶𝐿 + 𝜆0𝐾0 + 𝑐,

其中 𝜆0 由 (4.3)定义。我们注意到

𝐿(𝑥1, 0) + 𝑐 = sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
(−𝐻(𝑥1, 𝑝)) + 𝑐 ≤ − min

(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀
𝐻(𝑥, 𝑝) + 𝑐 = 𝑐 − e0.

由引理 4.1，有
𝑇 −

𝑡 𝑢0(𝑥) ⩽ 𝐾0 + 𝐿0𝜇𝑒𝜆0𝜇. (4.6)
∎

命题 4.3 存在常数 𝐶 > 0使得对于 (4.1)的任意粘性下解 𝑢 ∶ 𝑀 → ℝ，有

‖𝑢‖𝑊 1,∞ ⩽ 𝐶.
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4.1 广义打折方程

证明 由引理 B.2，对所有 𝑡 ≥ 0，
𝑇 +

𝑡 𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑇 −
𝑡 𝑢.

由推论 4.1，存在 𝐶1, 𝐶2 与 𝑢无关，使得

𝐶2 ≤ 𝑢 ≤ 𝐶1.

对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀，令 𝛼 ∶ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿] → 𝑀 是长度为 𝑑(𝑥, 𝑦)速度恒为 ‖�̇�‖ = 𝛿 的测
地线，连接 𝑥和 𝑦. 那么

𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠)) ≤ 𝐶𝐿, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿].

由引理 B.1，

𝑢(𝑦) − 𝑢(𝑥) ≤ ∫
𝑑(𝑥,𝑦)/𝛿

0
[𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠)) − 𝜆(𝛼(𝑠))𝑢(𝛼(𝑠)) + 𝑐]𝑑𝑠

≤ 1
𝛿 (𝐶𝐿 + 𝜆0 max{|𝐶1|, |𝐶2|} + 𝑐)𝑑(𝑥, 𝑦) =∶ 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦).

注意到这里 𝜅 与粘性下解 𝑢无关。交换 𝑥和 𝑦，得到 𝑢的等度 Lipschitz连续性。 ∎

命题 4.4 对于 𝑐 ≥ 𝑐0，方程 (4.1)有 Lipschitz连续的粘性下解。令 𝑢0 是 (4.1)在 𝑐 = 𝑐0 时候

的粘性下解，对于 𝑐 > 𝑐0 有

𝑇 +
𝑡 𝑢0 < 𝑢0 < 𝑇 −

𝑡 𝑢0.

证明 由 𝑐0 的定义，存在 𝑢𝑛 ∈ 𝐶∞(𝑀)使得对所有 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝑛(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢𝑛(𝑥) ⩽ 𝑐0 + 1
𝑛. (4.7)

也即 𝑢𝑛 使下面方程的粘性下解

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢 = 𝑐0 + 1
𝑛,

由命题 4.3，{𝑢𝑛}𝑛≥1是一致有界等度 Lipschitz连续的。根据 Ascoli-Arzelà定理，存在子
列 {𝑢𝑛𝑘

}𝑘∈ℕ在𝑀 上一致收敛于 𝑢0 ∈ Lip(𝑀). 由粘性下解的稳定性，𝑢0是下面方程的粘性下

解

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢) + 𝜆(𝑥)𝑢 = 𝑐0.

此外，对于 𝑐 > 𝑐0 和几乎处处的 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢0) + 𝜆(𝑥)𝑢0 + (𝑐 − 𝑐0) ≤ 𝑐.

由引理 B.2，
𝑇 +

𝑡 𝑢0 < 𝑢0 < 𝑇 −
𝑡 𝑢0. ∎

命题 4.5 令 𝑢0 是 (4.1)的 Lipschitz连续的粘性下解，那么

𝑢− ∶= lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥), 𝑢+ ∶= lim

𝑡→+∞
𝑇 +

𝑡 𝑢0(𝑥)

存在，极限过程是一致于 𝑥的。此外，𝑢− 是 (4.1)的粘性解，𝑢+ 是 (4.1)的正向弱 KAM解。
因此 (4.1)在 𝑐 ≥ 𝑐0 时有解。
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证明 我们只证明 𝑢− ∶= lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥)存在，并且是 (4.1)的粘性解。极限函数 𝑢+ 的存在

性是类似的。由注 2.1，

̌𝑢−(𝑥) ∶= lim
𝑟→0+

inf{𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

是 (4.1)的粘性解。推论 4.1说明点点极限 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥)存在并且满足 ̌𝑢−(𝑥) ≤ lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 𝑢0(𝑥).
由于 𝑇 −

𝑡 𝑢0 关于 𝑡是单调递增的，有

𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥) = lim

𝑟→0+
inf{𝑇 −

𝑡 𝑢0(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟}

≤ lim
𝑟→0+

inf{𝑇 +
𝑡+𝑠𝑢0(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 + 𝑠 > 1/𝑟} = ̌𝑢−(𝑥).

那么 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢0 = ̌𝑢−，是 (4.1)的一个粘性解。根据 Dini定理，𝑇 −

𝑡 𝑢0 一致收敛于 ̌𝑢−. ∎

结合命题 4.2，4.4和 4.5，(4.1)有解当且仅当 𝑐 ≥ 𝑐0. 现在我们考虑非临界情形。

命题 4.6 对于 𝑐 > 𝑐0，方程 (4.1)至少有两个粘性解。

证明 由命题 4.4，如果 𝑐 > 𝑐0，存在 (4.1)的严格粘性下解 𝑢0. 因此对于 𝑡 > 0，

𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥) > 𝑢0(𝑥), 𝑇 +

𝑡 𝑢0(𝑥) < 𝑢0(𝑥). (4.8)

记

𝑢− ∶= lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢0(𝑥), 𝑢+ ∶= lim

𝑡→+∞
𝑇 +

𝑡 𝑢0(𝑥). (4.9)

以及

𝑣− ∶= lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢+(𝑥). (4.10)

由命题 4.5，𝑢− 和 𝑣− 是方程 (4.1)的粘性解。
现在我们说明 𝑢− ≠ 𝑣−. 假设 𝑢− ≡ 𝑣− 在𝑀 上恒成立。由 (4.10)，有

𝑢− = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢+(𝑥). (4.11)

根据 (4.11)，由定理 2.3

ℐ𝑢+
∶= {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑢−(𝑥) = 𝑢+(𝑥)} ≠ ∅. (4.12)

另一方面，由 (4.8)以及 (4.9)，对于所有 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝑢+(𝑥) < 𝑢0(𝑥) < 𝑢−(𝑥), (4.13)

从而

ℐ𝑢+
= ∅.

这与 (4.12)矛盾。 ∎

命题 4.7 方程 (4.1)有最大粘性解。
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证明 注意到所有粘性解都是粘性下解，由命题 4.3，存在 𝐶1 和 𝐶2 使得 𝐶2 ≤ 𝑢− ≤ 𝐶1 对所

有 𝑢− ∈ 𝒮− 成立。注意到 (4.1)的粘性解都是 𝑇 −
𝑡 的不动点。取连续函数 𝜑 > 𝐶1 作为初值。

由命题 2.1 (1)，𝑇 −
𝑡 𝜑比 (4.1)的粘性解都要大。由引理 4.1(1)，𝑇 −

𝑡 𝜑有无关于 𝑡的上界。由注
2.1，下半极限

�̌�(𝑥) = lim
𝑟→0+

inf{𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

是 (4.1)的 Lipschitz连续的粘性解。由于 𝑇 −
𝑡 𝜑比 (4.1)所有的粘性解都大，有

�̌�(𝑥) = lim
𝑟→0+

inf{𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

≥ lim
𝑟→0+

inf{𝑣−(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟} = 𝑣−(𝑥),

对所有 𝑣− ∈ 𝒮− 成立。因此 �̌�(𝑥)是方程 (4.1)的最大粘性解。 ∎

命题 4.8 方程 (4.1)有最小正向弱 KAM解。

证明 既然所有的正向弱 KAM解都被 𝐿(𝑥, �̇�) − 𝜆(𝑥)𝑢 + 𝑐控制，根据命题 B.3，它是 (4.1)的
粘性下解。由命题 4.3，存在 𝐶1 和 𝐶2 使得 𝐶2 ≤ 𝑢+ ≤ 𝐶1 对所有 𝑢+ ∈ 𝒮+ 成立。取连续函数

𝜑 < 𝐶2 作为初值，由命题 2.1 (1)，𝑇 +
𝑡 𝜑比 (4.1)的任何一个正向弱 KAM解都要小。由引理

4.1(2)，𝑇 +
𝑡 𝜑有无关于 𝑡的下界。由命题 2.1 (2)，上半极限

�̂�(𝑥) = lim
𝑟→0+

sup{𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

是 (4.1)的一个正向弱 KAM解. 既然 𝑇 +
𝑡 𝜑比 (4.1)任意的正向弱 KAM解都要小，有

�̂�(𝑥) = lim
𝑟→0+

sup{𝑇 +
𝑡 𝜑(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, 𝑡 > 1/𝑟}

≤ lim
𝑟→0+

sup{𝑣+(𝑦) ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟} = 𝑣+(𝑥).

对所有 𝑣+ ∈ 𝒮+ 成立。因此 �̂�(𝑥)是 (4.1)的最小正向弱 KAM解。 ∎

由定理 2.3，�̂�∞ ∶= lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 �̂�存在，并且是 (4.1)的粘性解。

引理 4.2 �̂�∞ 是方程 (4.1)的最小粘性解。

证明 定义

𝒫− ∶= {𝑢− ∈ 𝒮− ∶ ∃𝑢+ ∈ 𝒮+ such that 𝑢− = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢+}.

我们首先证明对于 𝑣− ∈ 𝒫−，有 𝑣− ≥ �̂�∞. 由𝒫−的定义，存在 𝑢+ ∈ 𝒮+使得 𝑣− = lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑢+.

由于 �̂�是最小正向弱 KAM解，我们有 𝑢+ ≥ �̂�. 作用 𝑇 −
𝑡 再令 𝑡 → +∞，我们有 𝑣− ≥ �̂�∞.

我们接着证明对于所有 𝑣− ∈ 𝒮−\𝒫−，𝑣− ≥ �̂�∞ 依然成立。令 𝑣+ ∶= lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑣− 以

及 𝑢− ∶= lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝑣+. 那么 𝑢− ∈ 𝒫−，得到 𝑢− ≥ �̂�∞. 根据推论 2.2，𝑣+ ≤ 𝑣−. 因此

𝑇 −
𝑡 𝑣+ ≤ 𝑇 −

𝑡 𝑣− = 𝑣−. 令 𝑡 → +∞我们得到 𝑢− ≤ 𝑣−. 因此 𝑣− ≥ 𝑢− ≥ �̂�∞. ∎
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4.1.3 定理 4.2的证明

初值在最大粘性解之上

令 𝜑 ≥ 𝑢max. 那么 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝑢max. 结合引理 4.1(1)，𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)有无关于 𝑡的界，因此点点极限

̄𝑢(𝑥) ∶= lim sup
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)

存在。假设条件 (⋆)成立，根据推论 C.1，函数族 {𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)}𝑡≥1 是等度 Lipschitz连续的。我

们记 𝜅 为 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)关于 𝑥的 Lipschitz常数。由于

| sup
𝑠≥𝑡

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) − sup

𝑠≥𝑡
𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑦)| ≤ sup
𝑠≥𝑡

|𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) − 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑦)| ≤ 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦),

极限过程

̄𝑢(𝑥) = lim
𝑡→+∞

sup
𝑠≥𝑡

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥)

关于 𝑥是一致的。因此函数 ̄𝑢(𝑥)是 Lipschitz连续的。我们断言 ̄𝑢是一个粘性下解。如果这
个断言成立，由命题 4.5，lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥)存在，并且是 (4.1)的粘性解。既然 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝑢max，有

̄𝑢 ≥ 𝑢max. 故 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 ̄𝑢 = 𝑢max. 由注 2.1，下半极限 �̌� = 𝑢max. 由 �̌�的定义，有

lim inf
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) ≥ �̌�(𝑥) = 𝑢max.

另一方面

lim sup
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = ̄𝑢(𝑥) ≤ lim

𝑡→+∞
𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥) = 𝑢max(𝑥).

从而当 𝑡 → +∞时 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝑢max.

现在我们证明 ̄𝑢是一个粘性下解。由 B.3，我们只需要证明 𝑇 −
𝑡 ̄𝑢关于 𝑡单调非减。

首先我们断言对于任意 𝜀 > 0，存在与 𝑥无关的常数 𝑠0 > 0使得对所有 𝑠 ≥ 𝑠0，

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀.

固定 𝑥 ∈ 𝑀，由上极限的定义，对任意 𝜀 > 0，存在 𝑠0(𝑥) > 0使得对所有 𝑠 ≥ 𝑠0(𝑥)，

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑥) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀

3 .

取 𝑟 ∶= 𝜀
3𝜅 . 对于 𝑠 ≥ 𝑠0(𝑥)，有

𝑇 −
𝑠 𝜑(𝑦) ≤ 𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥) + 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ̄𝑢(𝑥) + 𝜀
3 + 𝜅𝑑(𝑥, 𝑦)

≤ ̄𝑢(𝑦) + 𝜀
3 + 2𝜅𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ ̄𝑢(𝑦) + 𝜀, ∀𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥).

由 𝑀 的紧性，存在有限个 𝑥𝑖 ∈ 𝑀 使得对每个 𝑦 ∈ 𝑀，存在一点 𝑥𝑖 使得 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥𝑖). 令
𝑠0 ∶= max𝑖 𝑠0(𝑥𝑖)断言成立。
由命题 2.1，对任意 𝑡 > 0有

𝑇 −
𝑡 (𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥)) ≤ 𝑇 −
𝑡 ( ̄𝑢(𝑥) + 𝜀) ≤ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥) + 𝜀𝑒𝜆0𝑡,

其中 𝜆0 ∶= ‖𝜆(𝑥)‖∞ > 0. 取极限 𝑠 → +∞，有

̄𝑢(𝑥) = lim sup
𝑠→+∞

𝑇 −
𝑡 (𝑇 −

𝑠 𝜑(𝑥)) ≤ 𝑇 −
𝑡 ̄𝑢(𝑥) + 𝜀𝑒𝜆0𝑡.

令 𝜀 → 0+有 ̄𝑢(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡 ̄𝑢(𝑥)，也即 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢(𝑥)关于 𝑡单调非减。
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初值有一点在最小正向解之下

我们已经证明了对于 𝜑 ≥ 𝑢max，有 lim𝑡→+∞ 𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝑢max，并且收敛是一致的。结合定义

2.1和命题 B.2，可以证明

引理 4.3 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 如果 𝜑 ≤ 𝑢+
min，那么 lim𝑡→+∞ 𝑇 +

𝑡 𝜑 = 𝑢+
min，并且收敛是一致的。

引理 4.4 对所有 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，𝑇 +
𝑡 ∘ 𝑇 −

𝑡 𝜑 ≤ 𝜑 ≤ 𝑇 −
𝑡 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑对所有 𝑡 ≥ 0成立。

证明 我们只证明 𝜑 ≤ 𝑇 −
𝑡 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑，另一边的证明是类似的。若不然，假设存在 𝑥 ∈ 𝑀 和 𝑡 > 0
使得

𝑇 −
𝑡 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥) < 𝜑(𝑥).

令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 满足 𝛾(𝑡) = 𝑥是 𝑇 −
𝑡 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝑥)的极小曲线，定义

𝐹 (𝑠) ∶= 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − 𝑇 −

𝑠 ∘ 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝛾(𝑠)).

那么 𝐹 (0) = 0并且 𝐹 (𝑡) > 0. 由连续性，存在 𝜎 ∈ [0, 𝑡)使得 𝐹 (𝜎) = 0并且 𝐹 (𝜏) > 0对所有
𝜏 ∈ (𝜎, 𝑡]成立。，由定义，对于 𝑠 ∈ (𝜎, 𝑡]有

𝑇 −
𝑠 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝛾(𝑠)) = 𝑇 −
𝜎 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝜑(𝛾(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏)) − 𝜆(𝛾(𝜏))𝑇 −

𝜏 ∘ 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

= 𝑇 +
𝑡−𝜎𝜑(𝛾(𝜎)) + ∫

𝑠

𝜎
[𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏)) − 𝜆(𝛾(𝜏))𝑇 −

𝜏 ∘ 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

≥ 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − ∫

𝑠

𝜎
[𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏)) − 𝜆(𝛾(𝜏))𝑇 +

𝑡−𝜏𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

+ ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏)) − 𝜆(𝛾(𝜏))𝑇 −

𝜏 ∘ 𝑇 +
𝑡 𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

≥ 𝑇 +
𝑡−𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) − 𝜆0 ∫

𝑠

𝜎
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝜆0 ∫
𝑠

𝜎
𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式，有 𝐹 (𝑠) ≡ 0对所有 𝑠 ∈ [𝜎, 𝑡]成立，这与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。 ∎

引理 4.5 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)并且存在一点 𝑥0 ∈ 𝑀 使得 𝜑(𝑥0) < 𝑢+
min(𝑥0)，那么 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞
时一致趋于 −∞.

证明 我们首先证明 min𝑥∈𝑀 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞时趋于 −∞. 若不然，假设存在一个常数 𝐾1

和一列 {𝑡𝑛}𝑛∈ℕ 使得 𝑇 −
𝑡𝑛

𝜑 ≥ 𝐾1. 由引理 4.1，𝑇 −
𝑡𝑛

𝜑同时也有一个无关于 𝑡的上界。因此，函
数 𝑣𝑛(𝑥) ∶= 𝑇 −

𝑡𝑛
𝜑(𝑥)对每个 𝑛是有界的连续函数。由引理 4.4，我们有 𝜑(𝑥0) ≥ 𝑇 +

𝑡𝑛
𝑣𝑛(𝑥0). 由

命题 4.3，所有的粘性下解都是有界的。记 𝐾2 为它们的下界。记 𝐾′ ∶= min{𝐾1, 𝐾2}，那么
𝑇 +

𝑡𝑛
𝑣𝑛 ≥ 𝑇 +

𝑡𝑛
𝐾′. 由引理 4.1(2)，𝑇 +

𝑡 𝐾′ 有无关于 𝑡的下界。由于 𝐾′ ≤ 𝐾2，𝑇 +
𝑡 𝐾′ 比 (4.1)的任

意正向解都要小。由引理 4.3，lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝐾′ 存在并且等于 𝑢+

min. 我们得到

𝑢+
min(𝑥0) ≤ lim sup

𝑛
𝑇 +

𝑡𝑛
𝑣𝑛(𝑥0) ≤ 𝜑(𝑥0) < 𝑢+

min(𝑥0),
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这导致了矛盾。

接着我们证明当 𝑡 → +∞时 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)一致趋于 −∞. 记 𝑊 (𝑥)是 𝑥𝑒𝑥 的反函数。取 𝜇 ≤

𝑊 (1)/𝜆0. 定义 𝐾(𝑡) ∶= min𝑥∈𝑀 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)，它在 𝑡 → +∞ 时趋于 −∞. 任取 𝑥 ∈ 𝑀 . 如果

𝑇 −
𝑡+𝜇𝜑(𝑥) ≤ 𝐾(𝑡)，那么证明结束。所以我们假设 𝑇 −

𝑡+𝜇𝜑(𝑥) > 𝐾(𝑡). 令 𝑥𝑡 是 𝑇 −
𝑡 𝜑的最小值点。

取测地线 𝛼 ∶ [0, 𝜇] → 𝑀 满足 𝛼(0) = 𝑥𝑡，𝛼(𝜇) = 𝑥以及常速度 ‖�̇�‖ ≤ diam(𝑀)/𝜇. 由连续性，
存在 𝜎 ∈ [0, 𝜇)使得 𝑇 −

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) = 𝐾(𝑡)以及 𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) > 𝐾(𝑡)对所有 𝑠 ∈ (𝜎, 𝜇]成立。那么

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≤ 𝑇 −

𝑡+𝜎𝜑(𝛼(𝜎)) + ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆(𝛼(𝜏)) ⋅ 𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) + 𝑐]𝑑𝜏

≤ 𝐾(𝑡) + ∫
𝑠

𝜎
[𝐿(𝛼(𝜏), �̇�(𝜏)) − 𝜆0𝐾(𝑡) + 𝑐]𝑑𝜏 + 𝜆0 ∫

𝑠

𝜎
[𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − 𝐾(𝑡)]𝑑𝜏

≤ 𝐾(𝑡) + ̄𝐶𝐿𝜇 − 𝜆0𝜇𝐾(𝑡) + 𝜆0 ∫
𝑠

𝜎
[𝑇 −

𝑡+𝜏𝜑(𝛼(𝜏)) − 𝐾(𝑡)]𝑑𝜏,

其中由假设 (⋆)
̄𝐶𝐿 ∶= max

𝑥∈𝑀,‖�̇�‖≤diam(𝑀)/𝜇
|𝐿(𝑥, �̇�) + 𝑐|

对固定的 𝜇是有限的。由 Gronwall不等式，有

𝑇 −
𝑡+𝑠𝜑(𝛼(𝑠)) ≤ ̄𝐶𝐿𝜇𝑒𝜆0𝜇 + (1 − 𝜆0𝜇𝑒𝜆0𝜇)𝐾(𝑡).

由于 𝜇 ≤ 𝑊 (1)/𝜆0，有 1 − 𝜆0𝜇𝑒𝜆0𝜇 > 0. 取 𝑠 = 𝜇，我们得到 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)在 𝑡 → +∞时趋于 −∞.∎

4.1.4 定理 4.3的证明

由命题 4.4，对于 𝑐 ≥ 𝑐0，(4.1)有 Lipschitz连续的粘性下解。令 𝑢0 是 (4.1)在 𝑐 = 𝑐0 时

的粘性下解。对于 𝑐 > 𝑐0，有

𝑇 +
𝑡 𝑢0 < 𝑢0 < 𝑇 −

𝑡 𝑢0.

由命题 4.6我们可以通过 𝑢0 构造两个 (4.1)的粘性解 𝑢− 和 𝑣−. 具体而言

𝑢− = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢0, 𝑢+ = lim

𝑡→+∞
𝑇 +

𝑡 𝑢0, 𝑣− = lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝑢+. (4.14)

显然 𝑢+ < 𝑢0 < 𝑢−.

引理 4.6 令 𝑐 > 𝑐0.对每个 𝛼 ∈ (0, 1]和每个 (4.1)的粘性解 𝑤−，凸组合

𝑢𝛼 ∶= 𝛼𝑢0 + (1 − 𝛼)𝑤−

是 (4.1)的一个严格粘性下解。特别地，有 𝑇 +
𝑡 𝑢𝛼 < 𝑢𝛼 < 𝑇 −

𝑡 𝑢𝛼.

证明 由于 𝑢0 是 (4.1)在 𝑐 = 𝑐0 时的一个 Lipschitz连续的粘性下解，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢0(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢0(𝑥) + (𝑐 − 𝑐0) ≤ 𝑐, 𝑎.𝑒 𝑥 ∈ 𝑀.

由于 𝑤− 是 (4.1)的一个粘性解，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑤−(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑤−(𝑥) = 𝑐, 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑀.
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因此

𝛼𝐻(𝑥, 𝐷𝑢0(𝑥)) + (1 − 𝛼)𝐻(𝑥, 𝐷𝑤−(𝑥))

+ 𝜆(𝑥)(𝛼𝑢0(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑤−(𝑥)) + 𝛼(𝑐 − 𝑐0) ≤ 𝑐, 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑀.

由𝐻(𝑥, 𝑝)关于 𝑝的凸性，Jensen不等式给出

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝛼(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢𝛼(𝑥) ≤ (1 − 𝛼)𝑐 + 𝛼𝑐0, 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑀.

令 𝜖0 ∶= 𝛼(𝑐 − 𝑐0) > 0. 那么

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢𝛼(𝑥)) + 𝜆(𝑥)𝑢𝛼(𝑥) + 𝜖0 ≤ 𝑐, 𝑎.𝑒. 𝑥 ∈ 𝑀.

根据引理 B.2，𝑇 +
𝑡 𝑢𝛼 < 𝑢𝛼 < 𝑇 −

𝑡 𝑢𝛼. ∎

引理 4.7 令 𝑐 > 𝑐0. 根据 (4.14) 定义 𝑢− 和 𝑣−. 那么 𝑢− 是 (4.1) 的最大粘性解，并且 𝑣− 是

(4.1)的最小粘性解。

证明 我们首先证明不存在与 𝑢− 不同的 𝑤− 满足 𝑤− ≥ 𝑢−. 假设存在这样的 𝑤−. 由于 𝑢0 <
𝑢− ≤ 𝑤−，存在 𝛼 ∈ (0, 1)使得 𝑢𝛼 = 𝛼𝑢0 + (1 − 𝛼)𝑤− 满足

min
𝑥∈𝑀

(𝑢−(𝑥) − 𝑢𝛼(𝑥)) = 0.

令 𝑥0 ∈ 𝑀 是上面最小值取得的点，那么

𝑇 −
𝑡 𝑢𝛼 ≤ 𝑇 −

𝑡 𝑢−.

由引理 4.6，有 𝑇 −
𝑡 𝑢𝛼(𝑥0) > 𝑢𝛼(𝑥0) = 𝑢−(𝑥0) = 𝑇 −

𝑡 𝑢−(𝑥0)，得到矛盾。
现在我们证明 𝑤− ≤ 𝑢− 对所有的粘性解 𝑤− 成立。假设存在一个粘性解 𝑤− 满足

max
𝑥∈𝑀

(𝑤−(𝑥) − 𝑢−(𝑥)) > 0.

令 𝑦0 ∈ 𝑀 是上面最大值取得的点。那么函数 ̄𝑢(𝑥) ∶= max{𝑢−(𝑥), 𝑤−(𝑥)}是一个粘性下解。
由命题 4.5，我们可以得到一个粘性解 �̄�− ∶= lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 ̄𝑢. 我们有

�̄�−(𝑦0) ≥ ̄𝑢(𝑦0) = 𝑤−(𝑦0) > 𝑢−(𝑦0),

根据前面的分析，我们得到矛盾。

类似于前面的讨论，我们可以证明 𝑢+是 (4.1)的最小正向弱 KAM解。根据引理 4.2，𝑣−

是 (4.1)的最小粘性解。 ∎

注意到 𝑢0 是 (4.1)中取 𝑐 = 𝑐0 的粘性下解。对于 𝑐 > 𝑐0，有

𝑇 +
𝑡 𝑢0 < 𝑢0 < 𝑇 −

𝑡 𝑢0.

由命题 2.1(1)和引理 4.4，有

𝑇 −
𝑡+𝑠𝑢0 ≥ 𝑇 −

𝑡+𝑠 ∘ 𝑇 +
𝑡 𝑢0 = 𝑇 −

𝑠 ∘ (𝑇 −
𝑡 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝑢0) ≥ 𝑇 −
𝑠 𝑢0
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对所有 𝑡, 𝑠 ≥ 0成立。令 𝑠 → +∞有

lim
𝑠→+∞

𝑇 −
𝑡+𝑠 ∘ 𝑇 +

𝑡 𝑢0 = 𝑢max, (4.15)

对所有 𝑡 > 0成立。令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)满足 𝑢+
min < 𝜑 ≤ 𝑢max. 由引理 4.7，𝑢+

min = lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢0，存

在 𝑡0 > 0使得 𝑇 +
𝑡0

𝑢0 ≤ 𝜑. 那么

𝑇 −
𝑡0+𝑠 ∘ 𝑇 +

𝑡0
𝑢0 ≤ 𝑇 −

𝑡0+𝑠𝜑 ≤ 𝑢max.

令 𝑠 → +∞并且根据 (4.15)，有
lim

𝑡→+∞
𝑇 −

𝑡 𝜑 = 𝑢max.

现在我们假设条件 (⋆)成立。那么对于 𝜑 > 𝑢+
min，存在 𝜑1 和 𝜑2 使得

𝜑1 ≥ 𝑢max, 𝑢+
min < 𝜑2 ≤ 𝑢max, 𝜑2 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑1.

那么有 𝑇 −
𝑡 𝜑2 ≤ 𝑇 −

𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 −
𝑡 𝜑1. 既然对于 𝑖 = 1, 2都有 lim𝑡→+∞ 𝑇 −

𝑡 𝜑𝑖 = 𝑢max，有

lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝑢max.

证明完毕。

4.1.5 临界情形下粘性解唯一的例子

文献 [2]详细分析了下面的例子

例 4.1
1
2|𝑢′(𝑥)|2 + sin 𝑥 ⋅ 𝑢(𝑥) = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝕊1 ≃ [0, 2𝜋). (4.16)

可以证明 𝑐0 = 0并且在临界情形下 (4.16)有不可数无穷多个粘性解。作为补充，我们考虑
如下例子

例 4.2
1
2|𝑢′(𝑥)|2 + sin 𝑥 ⋅ 𝑢(𝑥) + cos 2𝑥 − 1 = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝕊1 ≃ [0, 2𝜋). (4.17)

我们将要证明，临界值 𝑐0 = 0，但是临界情形下 (4.17) 只有唯一的粘性解。方程 (4.17) 的
Hamilton函数为

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑝2

2 + sin 𝑥 ⋅ 𝑢 + cos 2𝑥 − 1. (4.18)

证明 我们首先说明 𝑐0 = 0. 如果 𝑐 < 0 时方程 (4.17) 有一个光滑下解 𝑢0，那么 |𝑢′
0(0)|2 ≤

2𝑐 < 0，这是不可能的。当 𝑐 = 0，常数函数 𝜑 ≡ 0是 (4.17)的一个下解。因此 𝑐0 = 0. 由命
题 4.5，存在 (4.17)的一个粘性解

𝑢− ∶= lim
𝑡→+∞

𝑇 −
𝑡 𝜑.

由于 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝜑，有 𝑢− ≥ 0.
我们把证明分为如下几步：
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• 在第 1步，我们讨论由𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)生成的接触 Hamilton流 𝛷𝐻
𝑡 的动力学行为，这里流

限制在一个二维的等能量面𝑀0 之上。

-在第 1.1步，我们证明 𝛷𝐻
𝑡 的非游荡点只有四个不动点；

-在第 1.2步，我们通过线性化将这些不动点进行分类；

-在第 1.3步，我们证明对于 (4.17)的任意粘性解 𝑣−，满足 𝛾(0)不等于 𝜋/2和 3𝜋/2
的 (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲线 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝕊1 的 𝛼-极限集只能是 0或者 𝜋. 我们只考虑定义
在 𝕊1 上的投影 𝛼-极限集。具体而言，令 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝕊1 是 (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲线，我
们定义 𝑥 ∈ 𝕊1 属于 𝛾 的 𝛼-极限集 𝛼(𝛾)，如果存在序列 𝑡𝑛 → −∞使得 |𝛾(𝑡𝑛) − 𝑥| → 0.
此外，我们可以验证常数曲线 𝛾(𝑡) ≡ 0, 𝜋 是校准的，从而 𝑣−(0) = 𝑣−(𝜋) = 0, 𝑣′

−(0) =
𝑣′

−(𝜋) = 0.

• 在第 2步，我们证明 (4.17)粘性解的唯一性。

-在第 2.1步，我们证明 𝑣− 在 0和 𝜋附近是唯一的；

- 在第 2.2 步，我们通过沿着校准曲线的比较，利用 Gronwall 不等式证明 𝑣− 在

[𝜋, 2𝜋)上是唯一的。𝑣− 在 [0, 𝜋]上的唯一性则由 Dirichlet边值问题的比较原理保证。

Step 1. 接触 Hamilton流的动力学.
对每个 (4.17)的粘性解 𝑣−，令 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝕊1是一条 (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲线。类似于 [2]

Section 3.2的分析，导数 𝑣′
−(𝛾(𝑡))每个对 𝑡 ∈ (−∞, 0)都存在，并且轨道 (𝛾(𝑡), 𝑣−(𝛾(𝑡)), 𝑣′

−(𝛾(𝑡)))
满足由 (4.18)定义的𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)生成的接触 Hamilton方程。那么方程 (4.17)粘性解的唯一性
与𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)生成的接触 Hamilton流 𝛷𝐻

𝑡 有关。

既然 𝑐0 = 0并且𝐻(𝛾(𝑡), 𝑣−(𝛾(𝑡)), 𝑣′
−(𝛾(𝑡))) = 0对所有 𝑡 ∈ (−∞, 0)成立，我们在如下的二

维等能量面上讨论相应的相流

𝑀0 ∶= {(𝑥, 𝑢, 𝑝) ∈ 𝑇 ∗𝕊1 × ℝ ∶ 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 0}.

注意到沿着接触 Hamilton流，有 𝑑𝐻/𝑑𝑡 = −𝐻𝜕𝐻/𝜕𝑢，并且在等能量面𝑀0上等于零。因此

𝑀0 是流 𝛷𝐻
𝑡 的不变集。由于我们需要考虑轨道 (𝛾(𝑡), 𝑣−(𝛾(𝑡)), 𝑣′

−(𝛾(𝑡)))，我们接下来只考虑
将 𝛷𝐻

𝑡 限制在不变集𝑀0 上。接触 Hamilton方程退化为

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

�̇� = 𝑝,

̇𝑝 = −(cos 𝑥 ⋅ 𝑢 − 2 sin 2𝑥) − sin 𝑥 ⋅ 𝑝,

̇𝑢 = 𝑝2.

(4.19)

Step 1.1. 非游荡点集. 我们首先考虑 𝛷𝐻
𝑡 |𝑀0 的非游荡点集 𝛺. 假设轨道 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑝(𝑡))属于

𝛺. 由于 ̇𝑢 = 𝑝2 ≥ 0，𝑢(𝑡)等于一个常数 𝑐𝑢 并且 𝑝(𝑡) ≡ 0. 由 �̇�(𝑡) = 𝑝(𝑡) = 0，𝑥(𝑡)也等于一个
常数 𝑐𝑥. 由𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 0和 𝑝 = 0，有

sin 𝑥 ⋅ 𝑢 + cos 2𝑥 − 1 = 0.

由 𝑝 = 0和 ̇𝑝 = 0有
cos 𝑥 ⋅ 𝑢 − 2 sin 2𝑥 = 0.
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直接计算可知非游荡点只有下面几个

𝑃1 = (0, 0, 0), 𝑃2 = (𝜋, 0, 0), 𝑃3 = (𝜋
2 , 2, 0), 𝑃4 = (3𝜋

2 , −2, 0).

Step 1.2. 不动点的分类. 现在我们考虑不动点附近 𝛷𝐻
𝑡 |𝑀0 的动力学行为。在 𝑃1 和 𝑃2 附近，

(4.19)的线性化方程为
�̇� = 𝑝, ̇𝑝 = 4𝑥, ̇𝑢 = 0.

因此，不动点 𝑃1和 𝑃2是 𝛷𝐻
𝑡 |𝑀0 的双曲不动点。在 𝑃3和 𝑃4附近，(4.19)的线性化方程分别

为

�̇� = 𝑝, ̇𝑝 = −2𝑥 − 𝑝, ̇𝑢 = 0

以及

�̇� = 𝑝, ̇𝑝 = −2𝑥 + 𝑝, ̇𝑢 = 0.

因此，𝑃3 是稳定焦点，𝑃4 是不稳定焦点。

Step 1.3. 校准曲线的 𝛼-极限集. (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲线 𝛾 的 𝛼-极限集包含于 𝛺 的投影。如果
𝛾 本身不是不动点，并且它的 𝛼-极限集是一个焦点，那么存在两个时刻 𝑡1 < 𝑡2 < 0 满足
𝛾(𝑡1) = 𝛾(𝑡2)以及 𝑣′

−(𝛾(𝑡1)) ≠ 𝑣′
−(𝛾(𝑡2))，这是不可能的。换句话说，焦点附近的轨道不能形成

一个 1-图像。因此满足 𝛾(0) ≠ 𝜋/2, 3𝜋/2的校准曲线 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝕊1 的 𝛼-极限集要么是 0
要么是 𝜋. 对于常数曲线 𝛾(𝑡) ≡ 𝑥0，其中 𝑥0 等于 0或者 𝜋，有

𝑣−(𝑥0) − 𝑣−(𝑥0) = 0 = ∫
𝑡

0
𝐿(𝑥0, 𝑣−(𝑥0), 0)𝑑𝑠,

其中

𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�) = �̇�2

2 − sin 𝑥 ⋅ 𝑢 − cos 2𝑥 + 1

是𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)对应的 Lagrange函数。那么常数曲线 𝛾 是 (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲线。从而

lim
𝑡→−∞

𝑣−(𝛾(𝑡)) = 𝑣−(0) = 𝑣−(𝜋) = 𝑐𝑢 = 0,

并且

lim
𝑡→−∞

𝑣′
−(𝛾(𝑡)) = 𝑣′

−(0) = 𝑣′
−(𝜋) = 0.

Step 2. 方程 (4.17)粘性解 𝑣− 的唯一性.
Step 2.1. 对于 𝑥 ∈ 𝕊1\{𝜋/2, 3𝜋/2}，令 𝛾 ∶ (−∞, 0] → 𝕊1满足 𝛾(0) = 𝑥并且是 (𝑣−, 𝐿, 0)-校准曲
线。我们断言存在 𝛿 > 0使得对于 𝑥 ∈ [0, 𝛿]，校准曲线 𝛾的 𝛼-极限集是 0. 若不然，对于所有
𝑥 ∈ (0, 𝜋]，𝛾 的 𝛼-极限集是 𝜋. 那么由于 (4.19)的最后一式，𝑣−沿着 𝛾 是单调递增的，𝑣−在

(0, 𝜋]上就是单调递减的。由 Step 1.3，𝑣−(0) = 𝑣−(𝜋) = 0，因此 𝑣− ≡ 0在 [0, 𝜋]上恒成立，而
这是不可能的。利用类似的讨论，我们可以证明存在 𝛿 > 0使得对于 𝑥 ∈ [0, 𝛿] ∪ [2𝜋 − 𝛿, 2𝜋)，
𝛾 的 𝛼-极限集是 0，对于 𝑥 ∈ [𝜋 − 𝛿, 𝜋 + 𝛿]，𝛾 的 𝛼-极限集是 𝜋. 适当缩小 𝛿，那么对于
𝑥 ∈ [0, 𝛿] ∪ [2𝜋 − 𝛿, 2𝜋) (resp. 𝑥 ∈ [𝜋 − 𝛿, 𝜋 + 𝛿])，1-图像 (𝑥, 𝑣−(𝑥), 𝑣′

−(𝑥))与 𝑃1 (resp. 𝑃2)关于
流 𝛷𝐻

𝑡 |𝑀0 的局部不稳定流形重合。因此，𝑣− 在 [0, 𝛿] ∪ [2𝜋 − 𝛿, 2𝜋) ∪ [𝜋 − 𝛿, 𝜋 + 𝛿]上唯一。
Step 2.2. 由于对于 𝑥 ∈ [𝛿, 𝜋 − 𝛿]有 sin 𝑥 ≥ sin 𝛿 > 0，根据 Dirichlet边值问题粘性解的唯一性
(见 [15] 定理 3.3)，𝑣− 在 [0, 𝜋]上是唯一的. 我们还需要考 [𝜋, 2𝜋)上的唯一性。假设有两个粘
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性解 𝑢− 和 𝑣− 满足在 𝑥 ∈ (𝜋 + 𝛿, 3𝜋/2)处 𝑢−(𝑥) > 𝑣−(𝑥). 令 𝛾 是满足 𝛾(0) = 𝑥的 (𝑣−, 𝐿, 0)-校
准曲线。不失一般性，我们假设 𝛾 的 𝛼-极限集是 𝜋. 取 𝑡0 < 0使得 𝛾(𝑡0) = 𝜋 + 𝛿，并且定义

𝐺(𝑠) ∶= 𝑢−(𝛾(𝑠)) − 𝑣−(𝛾(𝑠)), 𝑠 ∈ [𝑡0, 0].

那么 𝐺(𝑡0) = 0并且 𝐺(0) > 0. 由连续性，存在 𝜎0 ∈ [𝑡0, 0)使得 𝐺(𝜎0) = 0并且 𝐺(𝜎) > 0对所
有 𝜎 ∈ (𝜎0, 0]成立。由定义有

𝑢−(𝛾(𝜎)) − 𝑢−(𝛾(𝜎0)) ≤ ∫
𝜎

𝜎0

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢−(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠,

并且

𝑣−(𝛾(𝜎)) − 𝑣−(𝛾(𝜎0)) = ∫
𝜎

𝜎0

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑣−(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠,

从而

𝐺(𝜎) ≤ ∫
𝜎

𝜎0

𝐺(𝑠)𝑑𝑠.

利用 Gronwall不等式，得到 𝐺(𝜎) ≡ 0对所有 𝜎 ∈ (𝜎0, 0]恒成立，这与 𝑢−(𝑥) > 𝑣−(𝑥)矛盾。
对于 𝑥 ∈ (3𝜋/2, 2𝜋 − 𝛿)讨论是类似的。利用 𝑣−在 3𝜋/2的连续性，我们最终证明了粘性解在
[𝜋, 2𝜋)上的唯一性。 ∎

4.2 关于未知函数周期依赖的情形

在本节我们假设 Hamilton函数 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于变量 𝑢是 1-周期的。此时 Hamilton函数
关于 𝑢是非单调的。我们依然考虑方程 (1.2)的粘性解的存在性，以及 (2.1)粘性解的长期行
为。为了说明研究这类方程的动机，我们考虑如下的 Sine-Laplace方程

𝑢″ + sin 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ 𝕊1. (4.20)

这里 𝕊1 是单位圆周。Sine-Laplace 方程可以看作是 Sine-Gordon 方程的静态方程，而后者
可以追溯到 Frenkel 和 Kontorova的工作 [73]，并且在理论物理中有广泛的应用 [74–75] . 此外，
Sine-Laplace方程还与调和映射有关 [76] . 将 (4.20)乘以 𝑢′ 再对 𝑥积分，我们得到

1
2(𝑢′)2 − cos 𝑢 = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝕊1, (4.21)

其中 𝑐是积分常数。显然 (4.21)中的 Hamilton函数关于 𝑢是周期的。根据 [77]命题 3.2，当
𝑐 ∈ [−1, 1]时 (4.21)有解。下面的定理 4.4进一步研究了这类接触型 Hamilton-Jacobi方程的
遍历问题。

4.2.1 主要结论

这里我们依然假设𝑀 紧致无边的光滑流形。令 𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ是 𝐶3 函数，满足

性质 1.6-1.8以及

性质 4.1 周期性：𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢 + 1) ≡ 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢).

注 4.2 显然如果 𝐺(𝑥, 𝑝) 是一个经典的 Tonelli Hamilton 函数，那么 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ↦ sin(2𝜋𝑢) +
𝐺(𝑥, 𝑝)满足性质 1.6-1.8以及 4.1. 这里要求 Hamilton函数是 𝐶3 的是为了得到 Lipscitz估计，
见附录 C.2. 由于定理 4.4以及定理 4.5 (1)的证明不依赖于极小作用量函数而只与解半群有
关，结合 [36]，Hamilton函数所满足的条件可以弱化为性质 1.1，1.3，1.4，1.7以及性质 4.1.
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我们的第一个主要结论关于定态方程的遍历问题。考虑

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝑐. (4.22)

令 𝒞 是所有使得 (4.22)有粘性解的常数 𝑐 组成的集合。在性质 1.6-1.8成立的时候，[59]证
明了 𝒞 是非空的。之后，[36]在性质 1.1，1.3，1.4，1.7成立的假设下证明了这一结论。注
意到当 Hamilton函数关于 𝑝仅仅是强制性增长的时候，𝒞 的非空性不能保证。近期，在性
质 1.6-1.8成立的假设下，集合 𝒞 的结构被 [78]详细研究了：𝒞 是一个区间。它可能是一个
开区间、一个闭区间或者一个半开半闭区间。此外，[78]还给出了这个区间的左端点 𝑐1 (可
能是 −∞)的一个极小-极大公式，以及右端点 𝑐2 (可能是∞)的一个极大-极小公式。如果进
一步性质 4.1成立，我们可以得到如下结果

定理 4.4 集合 𝒞 是一个有界闭区间。

注 4.3 这里我们给出性质 1.6-1.8成立的时候集合 𝒞 的若干例子：

• 对于经典的 Tonelli Hamilton函数 𝐺(𝑥, 𝑝)，存在唯一的实数 𝑐 使得定态方程

𝐺(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥)) = 𝑐 (4.23)

有粘性解。实数 𝑐被称为等效 Hamilton函数 [40] 或者Mañé临界值 [49] . 在这种情况下，
集合 𝒞 是一个单点集。

• 对于打折的 Hamilton-Jacobi方程，集合 𝒞 等于 ℝ，见 [47].

• 对于方程 (4.1)，根据定理 4.1 (1)，𝒞 = [𝑐0, +∞)，这里 𝑐0 是有限数。

第二个主要结论考虑了演化方程粘性解的长期行为。令 𝑢𝑐(𝑥, 𝑡)是下面 Cauchy初值问题
的唯一粘性解

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑐, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞),

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀.
(4.24)

定理 4.5 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)以及 𝑐 ∈ 𝒞，那么

(1) 存在仅依赖于 𝜑和𝐻 的常数 𝐾1 > 0使得

|𝑢𝑐(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐾1, ∀𝑥 ∈ 𝑀, ∀𝑡 ≥ 0.

(2) 存在仅依赖于𝐻 的常数 𝐾2 > 0使得

ess sup𝑥∈𝑀 |𝐷𝑢𝑐(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐾2, ∀𝑡 > 1.

注 4.4 上面的结果给出了 𝑢𝑐 的有界性以及关于 𝑥的 Lipschitz估计。注意到这里的估计与 𝑐
无关。对于演化方程的长期行为，我们回顾以往的结论：如果 𝑢𝑐 对所有 𝑡 ≥ 0都是有界的，
那么极限函数 lim inf𝑡→+∞ 𝑢𝑐(𝑥, 𝑡)是 (4.22)的粘性解 [59] . 此外，根据定理 3.2，当𝐻 关于 𝑢严
格单调递增，对所有初值 𝜑，相应的粘性解 𝑢𝑐 一致收敛到 (4.22)的唯一粘性解。
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最后，我们考虑当 𝑐 ∉ 𝒞 时演化方程的长期行为。这个结论的证明用到了解半群和圆
周自同胚映射之间的一个有趣联系。这个结论同时说明了 (1.7)和 (4.24)之间的区别。

定理 4.6 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)以及 𝑐 ∉ 𝒞，那么

(1) 极限 lim𝑡→+∞ 𝑢𝑐(𝑥, 𝑡)/𝑡 =∶ 𝜌(𝑐)存在并且独立于 𝜑和 𝑥.

(2) 函数 (𝑥, 𝑡) ↦ |𝑢𝑐(𝑥, 𝑡) − 𝜌(𝑐)𝑡|在𝑀 × [1, +∞)上有界，界仅依赖于 𝑐 和 𝜑.

(3) 函数 𝑐 ↦ 𝜌(𝑐) 单调非减，并且是局部模连续的。具体而言，对于任意连通紧区间
𝐼 ⊂ ℝ\𝒞，以及 [𝑐″, 𝑐′] ⊂ 𝐼 满足 𝑐″ < 𝑐′，有

0 ≤ 𝜌(𝑐′) − 𝜌(𝑐″) ≤ 𝜔(𝑐′ − 𝑐″).

这里 𝜔是定义在 𝐼 上的单调非减实数值函数，满足 lim𝑟→0+ 𝜔(𝑟) = 0.

注 4.5 函数 𝜌 ∶ ℝ\𝒞 → ℝ可以被延拓到整个实数轴 ℝ上。延拓后的函数依然是单调非减局
部模连续的。当 𝑐 ∈ 𝒞，根据定理 4.5 (1)，𝜌(𝑐) ≡ 0.

4.2.2 集合 𝒞 端点的刻画
对于实数 𝑐，我们记 𝑇 𝑐

𝑡 和 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)分别为 𝐿 + 𝑐对应的解半群和隐式作用量函数，见
第 1.4节，这里 𝐿是𝐻 对应的 Lagrange函数。

引理 4.8 对任意 𝑐 ∈ ℝ，𝑛 ∈ ℤ以及 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀),

𝑇 𝑐
𝑡 (𝜑 + 𝑛)(𝑥) = 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑥) + 𝑛, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × [0, +∞).

证明 由定义

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) + 𝑛 = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + 𝑛 + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 𝑐

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))d𝜏 + 𝑐𝑡} ,

其中极小在满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的 Lipschitz连续曲线 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 中取。由于 Hamilton函数满足
性质 4.1，容易证明相应的 Lagrange函数关于 𝑢也是 1-周期的。由定理 1.19，有

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) + 𝑛 = inf

𝛾(𝑡)=𝑥 {𝜑(𝛾(0)) + 𝑛 + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 𝑐

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)) + 𝑛)d𝜏 + 𝑐𝑡}

= 𝑇 𝑐
𝑡 (𝜑 + 𝑛)(𝑥).

∎

对任意给定的 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，根据 [59]引理 5.2，定义

𝑐1 ∶= sup{𝑐 | inf
(𝑥,𝑡)∈𝑀×[0,+∞)

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) = −∞},

𝑐2 ∶= inf{𝑐 | sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀×[0,+∞)

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) = +∞},

(4.25)

并且有 −∞ ≤ 𝑐1 < +∞, −∞ < 𝑐2 ≤ +∞，𝑐1 ≤ 𝑐2.

引理 4.9 令 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 上面定义的 𝑐1 和 𝑐2 是有限数。如果 𝑐 属于有界区间 (𝑐1, 𝑐2)，函数
(𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑥)在𝑀 × [0, +∞)上是有界的。
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证明 我们先证明第一个陈述。如果我们可以找到一个有限数 𝑐′ 使得

sup
𝑀×[0,+∞)

𝑇 𝑐′

𝑡 𝜑(𝑥) = +∞, (4.26)

那么根据 𝑐2 的定义，这说明 𝑐2 ∈ ℝ. 如果 𝑐1 = −∞，我们取 𝑐″ 为一个任意的实数；如果

𝑐1 ∈ ℝ，我们取 𝑐″ = 𝑐1 + 1. 那么根据 𝑐1 的定义，有 inf𝑀×[0,+∞) 𝑇 𝑐″

𝑡 𝜑(𝑥) > −∞.
令 𝑐′ = 𝜆 + 𝑐″ + 1. 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑇 𝑐′

𝑡 𝜑(𝑥)的极小曲线，满足 𝛾(𝑡) = 𝑥. 那么

𝑇 𝑐′

𝑡 𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐″

𝑡 𝜑(𝑥) ≥ 𝜑(𝛾(0)) + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 𝑐′

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏 + 𝑐′𝑡

− 𝜑(𝛾(0)) − ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 𝑐″

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏 − 𝑐″𝑡

≥ −𝜆 ∫
𝑡

0
|𝑇 𝑐′

𝑡 𝜑(𝛾(𝜏)) − 𝑇 𝑐″

𝑡 𝜑(𝛾(𝜏))|(mod 1)𝑑𝜏 + (𝑐′ − 𝑐″)𝑡

≥ 𝑡,

这说明 (4.26)成立。因此 𝑐2 ∈ ℝ. 利用类似的讨论，可以证明 𝑐1 ∈ ℝ.
第二个陈述是 𝑐1 和 𝑐2 的定义，以及第一个陈述的直接推论。 ∎

引理 4.10 上面定义的实数 𝑐1 和 𝑐2 仅依赖于𝐻 .

证明 我们需要说明 𝑐1和 𝑐2与初值 𝜑无关。给定 𝜑0 ∈ 𝐶(𝑀)，令 𝑐1和 𝑐2由 (4.25)给出，其
中 𝜑 = 𝜑0. 对任意的 𝜙 ∈ 𝐶(𝑀)，存在整数 𝑛1 和 𝑛2 使得

𝜑0 + 𝑛1 ≤ 𝜙 ≤ 𝜑0 + 𝑛2.

根据引理 1.12和 4.8，有

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑0 + 𝑛1 ≤ 𝑇 𝑐

𝑡 𝜙 ≤ 𝑇 𝑐
𝑡 𝜑0 + 𝑛2, ∀𝑐 ∈ ℝ, ∀𝑡 ≥ 0. (4.27)

如果 𝑐 > 𝑐2，那么 sup𝑀×[0,+∞) 𝑇 𝑐
𝑡 𝜑0(𝑥) + 𝑛1 = +∞. 根据 (4.27)的第一个不等号有

sup
𝑀×[0,+∞)

𝑇 𝑐
𝑡 𝜙(𝑥) = +∞.

如果 𝑐 < 𝑐2，那么 sup𝑀×[0,+∞) 𝑇 𝑐
𝑡 𝜑0(𝑥)+𝑛2 < +∞. 根据 (4.27)的第二个不等号有 sup𝑀×[0,+∞) 𝑇 𝑐

𝑡 𝜙(𝑥) <
+∞. 从而

𝑐2 = inf{𝑐 | sup
(𝑥,𝑡)∈𝑀×[0,+∞)

𝑇 𝑐
𝑡 𝜙(𝑥) = +∞},

这说明 𝑐2 与 𝜙无关. 关于 𝑐1 的讨论是类似的。 ∎

4.2.3 定理 4.4的证明

对于 𝑐 ∉ [𝑐1, 𝑐2]，由于 𝑢是方程

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 𝑐 (4.28)

的粘性解当且仅当 𝑢是 {𝑇 𝑐
𝑡 }𝑡≥0 的一个不动点，那么根据 𝑐1 和 𝑐2 的定义，方程 (4.28)无解。
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对于 𝑐 ∈ (𝑐1, 𝑐2)，根据 [59]定理 1.2的证明 Step 2，{𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥)}𝑡≥1 在𝑀 上是一致有界等

度 Lipschitz的，并且

𝜑𝑐
∞(𝑥) ∶= lim inf

𝑡→+∞
𝜑𝑐

∞(𝑥)

是 (4.28)的解。注意到𝐻 关于 𝑢是 1-周期的，并且是超线性增长的。由引理 4.10，𝑐1, 𝑐2仅

依赖于𝐻 . 因此 ess sup𝑀 |𝐷𝜑𝑐
∞(𝑥)|的界无关于 𝑐. 固定 𝑥0 ∈ 𝑀，定义

�̃�𝑐
∞(𝑥) ∶= 𝜑𝑐

∞(𝑥) − [𝜑𝑐
∞(𝑥0)].

那么 �̃�𝑐
∞ 依然是 (4.28) 的解。既然 ess sup𝑀 |𝐷�̃�𝑐

∞(𝑥)| 的界无关于 𝑐 并且 𝑐 ∈ (𝑐1, 𝑐2)，那么
�̃�𝑐

∞ 的界无关于 𝑐. 由 Arzelá-Ascoli定理，存在一列 {𝑐𝑛} ⊂ (𝑐1, 𝑐2)以及 �̃�𝑐𝑛
∞(𝑥) ∈ 𝐶(𝑀)满足

𝑐2 = lim𝑛→+∞ 𝑐𝑛 并且一致极限

𝑢∗(𝑥) ∶= lim
𝑛→+∞

�̃�𝑐𝑛
∞(𝑥)

存在。根据粘性解的稳定性，𝑢∗ 是𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 𝑐2 的粘性解。利用类似的讨论我们可以知

道𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 𝑐1 也有粘性解。

4.2.4 定理 4.5的证明.

(1)令 𝑢𝑖 是下面方程的粘性解。

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2.

对任意 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，存在依赖于 𝜑的正整数𝑁𝜑
𝑖 使得

𝑢𝑖 − 𝑁𝜑
𝑖 ≤ 𝜑 ≤ 𝑢𝑖 + 𝑁𝜑

𝑖 .

注意到 𝑢𝑖 是 𝑇 𝑐𝑖
𝑡 的不动点。在上面不等式两边作用 𝑇 𝑐𝑖

𝑡 ，结合引理 4.8，有

𝑢𝑖 − 𝑁𝜑
𝑖 ≤ 𝑇 𝑐𝑖

𝑡 𝜑 ≤ 𝑢𝑖 + 𝑁𝜑
𝑖 , ∀𝑡 > 0.

现在对于 𝑐 ∈ [𝑐1, 𝑐2]，我们需要说明 𝑇 𝑐
𝑡 𝜑对于所有 𝑡 > 0是有界的，并且界一致于 𝑐. 根据

引理 1.10，容易证明当 𝑐′ < 𝑐″，有 𝑇 𝑐′

𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 𝑐″

𝑡 𝜑 (见 [59] 引理 5.2的证明). 因此，对于任意
𝑐 ∈ [𝑐1, 𝑐2]，有

𝑇 𝑐1
𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 𝑐2
𝑡 𝜑, ∀𝑡 > 0.

而我们已经证明了 𝑇 𝑐𝑖
𝑡 𝜑对于所有 𝑡 > 0是有界的，因此定理的第一个陈述的证明完毕。

(2)类似于引理 4.8，可以证明 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0+1(𝑥, 1) = 1 + ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 1). 那么对于 𝑐 ∈ [𝑐1, 𝑐2]，有

|𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑦)| ≤ sup
𝑧∈𝑀

|ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(mod 1)(𝑥, 1) − ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(mod 1)(𝑦, 1)|

≤ 𝑙1𝑑(𝑥, 𝑦), ∀𝑡 > 1,

其中根据引理 C.5，Lipschitz常数 𝑙1 与 𝑐无关。证明结束。
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4.2.5 定理 4.6的证明.

我们在这里只在 𝑐 > 𝑐2 的假设下证明定理 4.6，对于 𝑐 < 𝑐1，利用类似的讨论即可。

(1)由于 1 + ℎ𝑥0,𝑢0
(𝑥, 1) = ℎ𝑥0,𝑢0+1(𝑥, 1)，利用定理 1.9有

|𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑦)| ≤ sup
𝑧∈𝑀

|ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(𝑥, 1) − ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(𝑦, 1)|

= sup
𝑧∈𝑀

|ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(mod 1)(𝑥, 1) − ℎ𝑐
𝑧,𝑇 𝑐

𝑡−1𝜑(𝑧)(mod 1)(𝑦, 1)|

≤ 𝑙𝑐
1𝑑(𝑥, 𝑦), ∀𝑡 ≥ 1,

(4.29)

其中 𝑙𝑐
1 是 𝑥 ↦ ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 1)的 Lipschitz常数，并且依赖于 𝑐. 对于 𝑐 > 𝑐2，函数族 {𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑥)}𝑡≥1

是等度 Lipschitz连续的。
我们记 Lip(𝑙𝑐

1) ⊂ 𝐶(𝑀) 为 Lipschitz 连续函数组成的集合，其 Lipschitz 常数为 𝑙𝑐
1. 由

(4.29)，𝑇 𝑐
1 是 Lip(𝑙𝑐

1)到自身的算子。对任意的 𝜑1, 𝜑2 ∈ Lip(𝑙𝑐
1)，由定理 1.19，存在 𝑧2 ∈ 𝑀

使得

𝑇 𝑐
1 𝜑1(𝑥) − 𝑇 𝑐

1 𝜑2(𝑥) ≤ ℎ𝑐
𝑧2,𝜑1(𝑧2)(𝑥, 1) − ℎ𝑐

𝑧2,𝜑2(𝑧2)(𝑥, 1) ≤ 𝑙𝑐
𝑢0

‖𝜑1 − 𝜑2‖∞,

其中 𝑙𝑐
𝑢0
是函数 𝑢0 ↦ ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 1)在 [−𝐴, 𝐴]上的Lipschitz常数，这里𝐴 ∶= max{‖𝜑1‖∞, ‖𝜑2‖∞}.

交换 𝜑1 和 𝜑2，映射 𝜑 ↦ 𝑇 𝑐
1 𝜑是连续的。因此，对于 𝑚 ∈ ℕ和 𝑥 ∈ 𝑀，我们可以定义

𝛼𝑚(𝑥) = inf
𝜑∈Lip(𝑙𝑐

1)
(𝑇 𝑐

𝑚𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥)), 𝛽𝑚(𝑥) = sup
𝜑∈Lip(𝑙𝑐

1)
(𝑇 𝑐

𝑚𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥)).

我们需要说明 𝛼𝑚(𝑥)和 𝛽𝑚(𝑥)是良定义的。事实上，由于 𝑇 𝑐
1 − 𝑖𝑑 有 ℤ-平移不变性，我们取

𝜑 ∈ Lip(𝑙𝑐
1)满足𝜑(𝑥0) ∈ [0, 1)，这里 𝑥0 ∈ 𝑀是任意取定的一点。那么 ‖𝜑‖∞ ≤ 1+𝑙𝑐

1diam(𝑀).
我们记这样的函数组成的集合为ℬ𝑐

𝑥0
. 这个集合是一致有界等度 Lipschitz连续的。因此ℬ𝑐

𝑥0

是 𝐶(𝑀)的紧子集。
固定 𝑥0 ∈ 𝑀，对任意 𝜑1, 𝜑2 ∈ ℬ𝑐

𝑥0
，我们可以假设 𝜑1(𝑥0) ≤ 𝜑2(𝑥0) < 𝜑1(𝑥0) + 1. 那么

𝜑1(𝑥) − 2𝑙𝑐
1diam(𝑀) ≤ 𝜑2(𝑥) ≤ 𝜑1(𝑥) + 1 + 2𝑙𝑐

1diam(𝑀), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

我们取𝑁 𝑐 ∈ ℤ足够大 (比如取𝑁 𝑐 = [2𝑙𝑐
1diam(𝑀)] + 1)使得

𝜑1 − 𝑁 𝑐 ≤ 𝜑2 ≤ 𝜑1 + 1 + 𝑁 𝑐 .

注意到𝑁 𝑐 仅与 𝑐有关。对任意 𝑚 ∈ ℕ，有

𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 − 𝑁 𝑐 ≤ 𝑇 𝑐

𝑚𝜑2 ≤ 𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 + 1 + 𝑁 𝑐 .

那么

𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 − 𝑁 𝑐 − (𝜑1 + 1 + 𝑁 𝑐) ≤ 𝑇 𝑐

𝑚𝜑2 − 𝜑2 ≤ 𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 + 1 + 𝑁 𝑐 − (𝜑1 − 𝑁 𝑐),

从而

(𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 − 𝜑1) − (2𝑁 𝑐 + 1) ≤ 𝑇 𝑐

𝑚𝜑2 − 𝜑2 ≤ (𝑇 𝑐
𝑚𝜑1 − 𝜑1) + (2𝑁 𝑐 + 1).

因此有

𝛽𝑚(𝑥) − 𝛼𝑚(𝑥) ≤ 4𝑁 𝑐 + 2, ∀𝑥 ∈ 𝑀.
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对于 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑚，有 𝑛 = 𝑞𝑚 + 𝑟，其中 0 ≤ 𝑟 < 𝑚. 由定义，对任意 𝜑 ∈ Lip(𝑙𝑐
1)，有

𝛼𝑚(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐
𝑚𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝛽𝑚(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

对于 𝑝 = 1, 2, ⋯ , 𝑞，有

𝛼𝑚(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐
𝑝𝑚𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐

(𝑝−1)𝑚𝜑(𝑥) ≤ 𝛽𝑚(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

我们关于 𝑝从 1到 𝑞求和，得到

𝑞𝛼𝑚(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐
𝑞𝑚𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝑞𝛽𝑚(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀. (4.30)

由 (5.14)有
𝑞𝛼𝑚(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐

𝑞𝑚+𝑟𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐
𝑟 𝜑(𝑥) ≤ 𝑞𝛽𝑚(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

在 (5.14)中取 𝑚 = 1以及 𝑞 = 𝑟，有

𝑟𝛼1(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐
𝑟 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝑟𝛽1(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

将上面两式相加，再除以 𝑛 = 𝑞𝑚 + 𝑟，得到

𝑞𝛼𝑚(𝑥) + 𝑟𝛼1(𝑥)
𝑛 ≤ 𝑇 𝑐

𝑛 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥)
𝑛 ≤ 𝑞𝛽𝑚(𝑥) + 𝑟𝛽1(𝑥)

𝑛 , ∀𝑥 ∈ 𝑀.

注意到 𝛽𝑚(𝑥) − 𝛼𝑚(𝑥) ≤ 4𝑁 𝑐 + 2，这个界是独立于 𝑚 的。令 𝑚 → +∞，可以得到极限
lim𝑛→+∞ 𝑇 𝑐

𝑛 𝜑(𝑥)/𝑛存在。接下来我们需要说明这个极限仅依赖于 𝑐.
固定 𝜑0 ∈ Lip(𝑙𝑐

1). 对任意 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀, ℝ)，存在 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ使得

𝜑0(𝑥) + 𝑛1 ≤ 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑0(𝑥) + 𝑛2, ∀𝑥 ∈ 𝑀.

利用引理 1.12，有

𝑇 𝑐
𝑡 (𝜑0 + 𝑛1)(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐
𝑡 (𝜑0 + 𝑛2)(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑀.

由引理 4.8，得到
lim
𝑛→∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑0(𝑥)

𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑(𝑥)

𝑛 , ∀𝑥 ∈ 𝑀.

因此 lim𝑛→+∞ 𝑇 𝑐
𝑛 𝜑(𝑥)/𝑛不依赖于 𝜑.

由 Lipschitz连续性，对于任意的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀，有

lim
𝑛→∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑0(𝑥) − 𝑙𝑐

1diam(𝑀)
𝑛 ≤ lim

𝑛→∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑0(𝑦)

𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑0(𝑥) + 𝑙𝑐

1diam(𝑀)
𝑛 .

因此，极限 lim𝑛→+∞ 𝑇 𝑐
𝑛 𝜑(𝑥)/𝑛无关于 𝑥.

记 𝑡 = [𝑡] + {𝑡}，其中整数部分为 [𝑡] = 𝑛. 注意到 lim𝑛→+∞ 𝑇 𝑐
𝑛 𝜑(𝑥)/𝑛独立于初值函数，有

lim
𝑡→+∞

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥)

𝑡 = lim
𝑡→+∞

𝑇 𝑐
[𝑡] ∘ 𝑇 𝑐

{𝑡}𝜑(𝑥)
[𝑡]

[𝑡]
𝑡 = lim

𝑛→+∞

𝑇 𝑐
𝑛 𝜑(𝑥)

𝑛 .

我们记 𝜌(𝑐)为极限 lim𝑡→+∞
𝑇 𝑐

𝑡 𝜑(𝑥)
𝑡 ，这个量仅依赖于 𝑐.
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(2)对于 𝜑0 ∈ Lip(𝑙𝑐
1)，有

𝑛𝜌(𝑐) = lim
𝑚→+∞

𝑇 𝑐
𝑛𝑚𝜑0(𝑧) − 𝜑0(𝑧)

𝑚 = lim
𝑚→+∞

1
𝑚

𝑚−1

∑
𝑖=0

(𝑇 𝑐
𝑛 − 𝑖𝑑)(𝑇 𝑐

𝑖𝑛𝜑0(𝑧)), ∀𝑧 ∈ 𝑀.

那么

|𝑇 𝑐
𝑛 𝜑0(𝑥) − (𝜑0(𝑥) + 𝑛𝜌(𝑐))| =

|
(𝑇 𝑐

𝑛 − 𝑖𝑑)𝜑0(𝑥) − lim
𝑚→∞

1
𝑚

𝑚−1

∑
𝑖=0

(𝑇 𝑐
𝑛 − 𝑖𝑑)𝑇 𝑐

𝑖𝑛𝜑0(𝑥)
|

≤ 𝛽𝑛(𝑥) − 𝛼𝑛(𝑥) ≤ 4𝑁 𝑐 + 2, ∀𝑛 ≥ 1.

(4.31)

因此 |𝑇 𝑐
𝑡 𝜑0(𝑥) − 𝜌(𝑐)𝑡|在𝑀 × [1, +∞)上有仅依赖于 𝑐和 𝜑0的界。对于 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)，由于𝑀

是紧的，容易证明 |𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥) − 𝜌(𝑐)𝑡|在𝑀 × [1, +∞)有仅依赖于 𝑐 和 𝜑的界。

(3)现在我们考察 𝜌(𝑐)的性质。由引理 1.10，可以知道 𝑐 ↦ 𝜌(𝑐)是非减的。对于 𝑐′, 𝑐′′ > 𝑐2

以及 𝑐′ > 𝑐′′，任意的 𝑥 ∈ 𝑀，由引理 1.11，有

0 < 𝑇 𝑐′

𝑛 𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐′′

𝑛 𝜑(𝑥) ≤ 𝑛𝑒𝜆𝑛 (𝑐′ − 𝑐′′) , ∀𝜑 ∈ Lip (𝑙𝑐
1) , ∀𝑥 ∈ 𝑀.

由 𝛼𝑚(𝑥)和 𝛽𝑚(𝑥)的定义，对于任意 𝑛 ∈ ℕ，有

𝛼𝑛(𝑥) ≤ 𝑇 𝑐′

𝑛 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝛽𝑛(𝑥).

因此

𝛼𝑛(𝑥) − 𝑛𝑒𝜆𝑛 (𝑐′ − 𝑐′′) ≤ 𝑇 𝑐′′
𝑛 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝛽𝑛(𝑥).

对任意 𝑘 ∈ ℕ+，有

𝑇 𝑐
𝑘𝑛𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) =

𝑘−1

∑
𝑗=0

𝑇 𝑐
𝑛 ∘ 𝑇 𝑐

𝑗𝑛𝜑(𝑥) − 𝑇 𝑐
𝑗𝑛𝜑(𝑥),

其中 𝑇 𝑐
𝑗𝑛𝜑(𝑥) ∈ Lip (𝑙𝑐

1)对每个 𝑗 都成立。从而

𝑘𝛼𝑛(𝑥) − 𝑘𝑛𝑒𝜆𝑛 (𝑐′ − 𝑐′′) ≤ 𝑇 𝑐∗

𝑘𝑛 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥) ≤ 𝑘𝛽𝑛(𝑥), ∀𝜑 ∈ Lip (𝑙𝑐
1) ,

这个式子对于 𝑐∗ = 𝑐′ 或者 𝑐∗ = 𝑐′′ 都是成立的。我们已经证明了下面极限存在

lim
𝑛→+∞

𝑇 𝑐
𝑡 𝜑(𝑥)

𝑡

因此

𝜌(𝑐) = lim
𝑘→+∞

𝑇 𝑐
𝑘𝑛𝜑(𝑥)

𝑘𝑛 .

那么
𝛼𝑛(𝑥) − 𝑛𝑒𝜆𝑛 (𝑐′ − 𝑐′′)

𝑛 ≤ 𝜌 (𝑐∗) ≤ 𝛽𝑛(𝑥)
𝑛 .

从而我们得到

0 ≤ 𝜌 (𝑐′) − 𝜌 (𝑐′′) ≤
4𝑁 𝑐′ + 2 + 𝑛𝑒𝜆𝑛 (𝑐′ − 𝑐′′)

𝑛 .
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4.3 本章小结

如果 𝑐′, 𝑐″属于一个紧区间 𝐼 ⊂ (𝑐2, +∞)，由推论 C.2，𝑁 𝑐′
小于一个仅依赖于 𝐼 的常数𝑁𝐼 .

定义 𝑁 ∶= [ 𝑐′−𝑐″

𝑒−𝜆 ]，那么方程 𝑡𝑒𝜆𝑡(𝑐′ − 𝑐″ − 𝑁𝑒−𝜆) = 1 的根不小于 1. 这个根可以表示为
𝑡 = 1

𝜆 𝑊 ( 𝜆
𝑐′−𝑐″−𝑁𝑒−𝜆 )，其中𝑊 是 𝑥𝑒𝑥 的反函数。由于 𝑛是任意的，取 𝑛 = [𝑡]，那么

𝜌(𝑐′) − 𝜌(𝑐″ + 𝑁𝑒−𝜆) ≤ 4𝑁 𝑐′ + 3
[ 1

𝜆 𝑊 ( 𝜆
𝑐′−𝑐″−𝑁𝑒−𝜆 )]

.

从而

𝜌(𝑐′) − 𝜌(𝑐″) =𝜌(𝑐′) − 𝜌(𝑐″ + 𝑁𝑒−𝜆) +
𝑁

∑
𝑘=1

(𝜌(𝑐″ + 𝑘𝑒−𝜆) − 𝜌(𝑐″ + (𝑘 − 1)𝑒−𝜆))

≤ 4𝑁𝐼 + 3
[ 1

𝜆 𝑊 ( 𝜆
𝑐′−𝑐″−𝑁𝑒−𝜆 )]

+ 𝑁(4𝑁𝐼 + 3).

所以 𝜌(𝑐)是模连续的，模为

𝜔(𝑟) ∶= (4𝑁𝐼 + 3)
⎡
⎢
⎢
⎣

1
[ 1

𝜆 𝑊 ( 𝜆
𝑟−[ 𝑟

𝑒−𝜆 ]𝑒−𝜆 )]
+ [ 𝑟

𝑒−𝜆 ]
⎤
⎥
⎥
⎦

.

容易看到，𝜔(𝑟)是非减的，并且满足 lim𝑟→0+ 𝜔(𝑟) = 0. 证明结束。

4.3 本章小结

本章是本文的核心部分。我们考虑了关于未知函数非单调依赖的 Hamilton-Jacobi方程，
这类方程在经典的 Hamilton-Jacobi方程粘性解理论中很少被研究。我们主要利用了第 2章
引入的隐式半群方法，考虑了定态方程粘性解的存在性，以及演化方程 Cauchy初值问题粘
性解的长期行为。此时粘性解理论中的比较定理不成立，因此定态方程粘性解集合的结构，

以及演化方程 Cauchy问题粘性解的长期行为是复杂的。隐式半群突破了粘性解理论中的比
较定理，从而在这类非单调的非线性方程中发挥了重要作用。与比较定理不同，半群方法是

沿着极小曲线进行比较的。

在本章我们考虑了两类非单调的模型，它们的 Hamilton函数分别为：

• 𝐻(𝑥, 𝑝) + 𝜆(𝑥)𝑢，其中 𝜆(𝑥)是变号的；

• 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)，其中𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢是 1-周期的。

特别地，考虑定态方程

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝑐, 𝑥 ∈ 𝑀.

对于第一类模型，存在常数 𝑐0 ∈ ℝ使得上述方程有粘性解当且仅当 𝑐 ∈ [𝑐0, +∞). 对于第二
类模型，存在常数 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ使得上述方程有粘性解当且仅当 𝑐 ∈ [𝑐1, 𝑐2]. 对比定理 1.3，这
些结果揭示了经典的 Hamilton-Jacobi方程和接触型 Hamilton-Jacobi方程之间的本质区别。
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第 5章 在方程组中的应用

在本章，我们将第 3章关于单调情形 Hamilton-Jacobi方程的有关结论应用在耦合的非
线性偏微分方程组上。我们主要考虑两类对象，第一类是弱耦合的 Hamilton-Jacobi方程组，
它是两个 Hamilton-Jacobi方程相互耦合的方程组，其中导数项不参与耦合；第二类是平均
场博弈模型，它是一个 Hamilton-Jacobi方程耦合上一个连续性方程。

5.1 弱耦合方程组

在本节，我们考虑弱耦合 Hamilton-Jacobi方程组粘性解的存在性。我们定义了一个重
要的量 𝜒，它衡量了方程组耦合的强度。我们给出了下面方程组粘性解的一个存在性定理。

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑗(𝑥)) = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}

这里经典的单调性条件不成立，并且耦合是弱的 (𝜒 < 1). 每个 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)可以是关于 𝑢𝑖

单调增或者减的。对于线性耦合的情形，我们用打折项消失方法研究了临界情形 𝜒 = 1.

5.1.1 主要结论

在下面，我们令 u ∈ ℝ𝑚并且记 𝑢𝑖是它的 𝑖-分量。对于 𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}，令𝐻𝑖 ∶ 𝑇 ∗𝑀×ℝ𝑚 →
ℝ是连续函数。我们考虑下面方程组的粘性解

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖,u) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 (5.1)

这类方程组称为是弱耦合的，是因为第 𝑖个方程仅依赖于 𝐷𝑢𝑖，但是不依赖于 𝐷𝑢𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑖. 关
于方程组 (5.1)的研究起源于随机切换的最优控制问题 [79–80] .

定义 5.1 连续函数 u ∶ 𝑀 → ℝ𝑚 被称为 (5.1) 的粘性下解 (resp. 粘性上解)，如果对每个
𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}以及 𝐶1 的试验函数 𝜙，当 𝑢𝑖 − 𝜙在 𝑥取到局部极大值 (resp. 极小值)，那么

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝜙(𝑥), u(𝑥)) ≤ 0, (resp. 𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝜙(𝑥), u(𝑥)) ≥ 0).

一个函数被称为 (5.1)的粘性解，如果它同时是粘性上解和粘性下解。

对于方程组 (5.1)，经典的假设是单调性条件，它要求 𝐻𝑖 关于 𝑢𝑖 单调递增，并且对

𝑢𝑗 (𝑗 ≠ 𝑖) 单调非增。具体来说，对任意的 (𝑥, 𝑝) ∈ 𝑇 ∗𝑀 和 u, v ∈ ℝ𝑚，如果 𝑢𝑘 − 𝑣𝑘 =
max1≤𝑖≤𝑚(𝑢𝑖 − 𝑣𝑖) ≥ 0，那么𝐻𝑘(𝑥, 𝑝, u) ≥ 𝐻𝑘(𝑥, 𝑝, v). 当耦合是线性的，即𝐻𝑖 具有形式

𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, u) = ℎ𝑖(𝑥, 𝑝) +
𝑚

∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗 ,
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5.1 弱耦合方程组

单调性条件成立当且仅当

𝜆𝑖𝑗(𝑥) ≤ 0 if 𝑖 ≠ 𝑗 and
𝑚

∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗(𝑥) ≥ 0 for all 𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}. (5.2)

根据 [81]命题 1.2，如果耦合矩阵 (𝜆𝑖𝑗(𝑥))不可约化，那么 𝜆𝑖𝑖(𝑥) > 0对所有 𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}成
立。关于弱耦合方程组，有如下被关注的研究对象：

• 定态的弱耦合方程组。关于粘性解的存在性以及比较定理，参见 [82–83]. 关于弱KAM
理论，参见 [81]. 关于打折项消失方法，参见 [84–85].

• 演化的弱耦合方程组。其粘性解的表示公式在确定的框架下由 [86]给出，在随机的
框架下由 [87]给出。对于长期行为，参见 [88–89]. 对于均匀化理论，参见 [90].

本节给出的结论和前人已有结论的区别在于：

• 定理 5.1克服了上面所述的单调性条件不成立的情形。对于 𝑖 ∈ {1, 2}，Hamilton函数
𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑢𝑖可以是单调增的也可以是单调减的。此外，𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑢𝑗

是非单调的。

• 在定理 5.2的证明中，我们处理了和以往打折项消失不同的情形。打折项仅出现在第
二个方程，见 (5.6). 定理 5.2在只有两个方程的时候推广了 [81]定理 2.12.

非线性耦合

考虑如下的弱耦合 Hamilton-Jacobi方程组

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑗(𝑥)) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}. (5.3)

对于 𝑖 ∈ {1, 2}，假设𝐻𝑖 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ2 → ℝ满足

性质 5.1 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)是连续的。

性质 5.2 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑝是超线性增长的，即存在一个函数 𝜃 ∶ ℝ → ℝ满足

lim
𝑟→+∞

𝜃(𝑟)
𝑟 = +∞, and 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 0, 0) ≥ 𝜃(|𝑝|𝑥) for every (𝑥, 𝑝) ∈ 𝑇 ∗𝑀.

性质 5.3 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑝是凸的。

性质 5.4 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑢𝑖 和 𝑢𝑗 一致 Lipschitz连续，即存在 𝛩 > 0使得

|𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗) − 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑣𝑖, 𝑣𝑗)| ≤ 𝛩max{|𝑢𝑖 − 𝑣𝑖|, |𝑢𝑗 − 𝑣𝑗|}.

性质 5.5 存在 𝜆𝑖𝑖 > 0使得对于所有 (𝑥, 𝑝, 𝑣) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ有

𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑣) − 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑣𝑖, 𝑣) ≥ 𝜆𝑖𝑖(𝑢𝑖 − 𝑣𝑖), ∀𝑢𝑖 ≥ 𝑣𝑖.

71



第 5章 在方程组中的应用

性质 5.6 存在 𝜆𝑖𝑖 > 0使得对于所有 (𝑥, 𝑝, 𝑣) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ有

𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑣) − 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑣𝑖, 𝑣) ≤ −𝜆𝑖𝑖(𝑢𝑖 − 𝑣𝑖), ∀𝑢𝑖 ≥ 𝑣𝑖.

性质 5.7 存在常数 𝜆𝑖 > 0使得对于所有 (𝑥, 𝑣) ∈ 𝑀 × ℝ以及所有 𝑢𝑖 ≠ 𝑣𝑖, 𝑢𝑗 ≠ 𝑣𝑗 ∈ ℝ，有

|
𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑢𝑗) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣𝑗)

𝑢𝑗 − 𝑣𝑗
⋅ 𝑢𝑖 − 𝑣𝑖

𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝑢𝑖, 𝑣) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝑣𝑖, 𝑣) | ≤ 𝜆𝑖.

注 5.1 令𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足性质 5.5或者性质 5.6. 如果存在 𝜆𝑖𝑗 > 0使得对于所有 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∈
𝑇 ∗𝑀 × ℝ有

|𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢, 𝑢𝑗) − 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢, 𝑣𝑗)| ≤ 𝜆𝑖𝑗|𝑢𝑗 − 𝑣𝑗|, ∀𝑢𝑗 , 𝑣𝑗 ∈ ℝ,

那么 𝜆𝑖 可以取为 𝜆𝑖𝑗 /𝜆𝑖𝑖. 定义

𝜒 ∶= 𝜆1𝜆2.

当 𝜒 很小，耦合可以认为是很弱的。对于线性耦合情形 (5.5)，我们令

𝜆𝑖 ∶= max
𝑥∈𝑀 |

𝜆𝑖𝑗(𝑥)
𝜆𝑖𝑖(𝑥) | .

在下面，我们记 (I)为性质 5.1, 5.2, 5.4, 5.5, 5.7，记 (D)为性质 5.1-5.4, 5.6, 5.7. 注意到
这里当𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑢𝑖 单调递增，凸性假设即性质 5.3是不需要的。

定理 5.1 如果𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (I)或者 (D)，并且 𝜒 < 1，那么方程组 (5.3)有粘性解。

注 5.2 我们对上面结果做一些说明。

(1) 定理 5.1说明，如果方程组 (5.3)的耦合是较弱的，那么它有粘性解。性质 5.2可以弱
化为强制性增长条件，见命题 5.1. 条件 𝜒 < 1需要替换成一个更复杂的条件，因为
𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)相对应的 Lagrange函数可能是无界的。

(2) 当 𝜒 < 1，方程组 (5.3)可以与 (1.2)作类比，其中方程关于未知函数是严格单调递增
或递减的。定理 5.2处理了一个特殊的临界情况，此时 𝜒 = 1。这个情形可以类比于
单个方程 𝐺(𝑥, 𝐷𝑢) = 𝑐.

(3) 如果𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足定理 5.1的条件，那么𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗) − 𝑐𝑖 也满足这些条件，对

任意 (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2，方程

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑖(𝑥), 𝑢𝑗(𝑥)) = 𝑐𝑖 (5.4)

都有粘性解。由 [85]定理 21，当性质 5.1, 5.2, 5.4成立，存在 (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2 使得 (5.4)
有粘性解。
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线性耦合

对于 𝑖 ∈ {1, 2}，令 ℎ𝑖 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ是连续的，并且关于 𝑝强制增长。考虑下面方程组

ℎ𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) +
2

∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑖 ∈ {1, 2}. (5.5)

这里我们假设 𝜆𝑖𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}连续，并且 𝜆𝑖𝑖(𝑥) > 0, 𝜆𝑖𝑗(𝑥) < 0对所有 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}成立。

注 5.3 (1) 假设 (5.2)成立，并且∑2
𝑗=1 𝜆𝑖𝑗(𝑥) > 0对某个 𝑖 ∈ {1, 2}成立 (即矩阵 (𝜆𝑖𝑗(𝑥))是

可逆的)，那么由命题 5.1，方程组 (5.5)有粘性解。当∑2
𝑖=1 𝜆𝑖𝑗(𝑥) = 0对所有 𝑖 ∈ {1, 2}

成立，这种情形作为一种临界情形在定理 5.2中被考虑。在 [81]中，这种临界情形被
称为是退化的。

(2) 如果用 𝜒 ≤ 1替换条件∑2
𝑗=1 𝜆1𝑗(𝑥) ≥ 0. 令 (𝑢1, 𝑢2)是 (5.5)的粘性解。定义 𝑣1 ∶= 𝑢1/𝜆1，

那么 (𝑣1, 𝑢2)是 (5.2)成立的时候 (5.5)的粘性解。因此，当 𝜆𝑖𝑖(𝑥) > 0并且 𝜆𝑖𝑗(𝑥) < 0对
所有 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}成立的时候，条件 𝜒 ≤ 1和 (5.2)本质上是相同的。当 𝜒 < 1,根据
[81]命题 2.10，(5.5)的粘性解是唯一的。

现在，对于每个 𝑖 ∈ {1, 2}，我们假设 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝)满足如下假设：

性质 5.8 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝)是局部 Lipschitz连续的。

性质 5.9 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝)关于 𝑝是强制性增长的，即 lim|𝑝|𝑥→+∞(inf𝑥∈𝑀 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝)) = +∞.

性质 5.10 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝)关于 𝑝是严格凸的。

性质 5.8, 5.10保证了粘性解的半凹性。下面，我们假设 𝜆1(𝑥)和 𝜆2(𝑥)是定义在𝑀 上的两个

正函数，并且是 Lipschitz连续的。

注 5.4 令 𝜀 > 0，𝑐 ∈ ℝ并且 (𝑢𝜀,𝑐
𝑖 )𝑖∈{1,2} 是下面方程组的粘性解

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢1(𝑥)) + 𝜆1(𝑥)(𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)) = 𝑐,

ℎ2(𝑥, 𝐷𝑢2(𝑥)) + 𝜀𝑢2(𝑥) + 𝜆2(𝑥)(𝑢2(𝑥) − 𝑢1(𝑥)) = 0.
(5.6)

为了得到 (5.6)的粘性解，根据 Perron方法，我们需要构造粘性上解 𝛹𝑖 和粘性下解 𝜓𝑖 并且

满足 𝜓𝑖(𝑥) ≤ 𝛹𝑖(𝑥). 但是，命题 5.1可以直接说明 (5.6)粘性解的存在性。由 [81]命题 2.10，
粘性解 (𝑢𝜀,𝑐

𝑖 )𝑖∈{1,2} 是唯一的。

方程组 (5.6)可以类比为一个打折方程。因此，我们利用关于 (5.6)的打折项消失方法去
得到下面临界情形的粘性解的存在性

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢1(𝑥)) + 𝜆1(𝑥)(𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)) = 𝑐,

ℎ2(𝑥, 𝐷𝑢2(𝑥)) + 𝜆2(𝑥)(𝑢2(𝑥) − 𝑢1(𝑥)) = 𝑑.
(5.7)

定理 5.2 存在唯一 𝑑 = 𝛼(𝑐)使得 (5.7)有解。函数 𝑐 ↦ 𝛼(𝑐)单调非增，并且具有 Lipschitz
常数 max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥)/min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥).
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推论 5.1 如果 𝜆1(𝑥)和 𝜆2(𝑥)是常数，那么 𝛼(𝑐) = 𝛼(0) − (𝜆2/𝜆1)𝑐.

由连续性，存在唯一的 𝑐0 ∈ ℝ满足 𝛼(𝑐0) = 𝑐0. 从而

推论 5.2 存在唯一的 𝑐0 ∈ ℝ使得

ℎ𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) + 𝜆𝑖(𝑥)(𝑢𝑖(𝑥) − 𝑢𝑗(𝑥)) = 𝑐0, 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}

有粘性解。

注 5.5 推论 5.2 中的结论在 [81] 定理 2.12 中已经给出了。事实上，推论 5.2 能导出推论
5.1. 令 𝑐0 是在 (5.7) 中取 𝑐 = 𝑑 = 𝑐0 的时候有解的常数。那么对于每个 𝑐 ∈ ℝ，函数对
(𝑢1, 𝑢2 − (𝑐 − 𝑐0)/𝜆1)是 (5.7)中取 𝑑 = 𝑐0 − (𝜆2/𝜆1)(𝑐 − 𝑐0)的粘性解。

5.1.2 定理 5.1的证明

在本小节，我们将性质 5.2弱化为

性质 5.11 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)关于 𝑝强制增长，即

lim
|𝑝|𝑥→+∞

( inf
𝑥∈𝑀

𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 0, 0)) = +∞.

下面我们记 (I’)为性质 5.1, 5.11, 5.4, 5.5, 5.7，(D’)为性质 5.1, 5.11, 5.3, 5.4, 5.6, 5.7. 对应于
𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)的 Lagrange函数定义为

𝐿𝑖(𝑥, �̇�, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗) ∶= sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
{⟨�̇�, 𝑝⟩ − 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)}, (5.8)

类似于引理 2.5，可以证明

引理 5.1 存在与 𝑖无关的常数 𝛿 > 0和 𝐶 > 0使得对于 𝑖 ∈ {1, 2}，Lagrange函数𝐿𝑖(𝑥, �̇�, 0, 0)
满足

𝐿𝑖(𝑥, �̇�, 0, 0) ≤ 𝐶, ∀(𝑥, �̇�) ∈ 𝑀 × ̄𝐵(0, 𝛿).

定义 𝜇 ∶= diam(𝑀)/𝛿.

命题 5.1 令 𝜆1 和 𝜆2 是性质 5.7中给出的常数。方程组 (5.3)有粘性解当且仅当下面的条件
成立其一：

(a) 每个𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (I’)，并且

𝜆1𝜆2 < 1.

(b) 每个𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (D’)，并且令 𝜇 > 0是引理 5.1中给出的常数，那么

((1 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇)𝜆1 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇) ((1 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇)𝜆2 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇) < 1.
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(c) 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (I’)并且𝐻𝑗(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑖)满足条件 (D’)，𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1, 2}，令 𝜇 > 0
是引理 5.1中给出的常数，那么

𝜆𝑖 ((1 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇)𝜆𝑗 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇) < 1.

注 5.6 定理 2.1可以由命题 5.1直接得到。如果𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足性质 5.2而不是性质 5.11，
那么 𝐿𝑖(𝑥, �̇�, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)对所有 �̇� ∈ 𝑇𝑥𝑀 都是有界的。如果 𝜆1𝜆2 < 1，我们可以取 𝜇 > 0足够小，
使得命题 5.1中的条件 (b)和 (c)成立。

令 𝑢0
2 ≡ 0并且对于 𝑛 = 0, 1, 2, … 考虑下面的迭代过程

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐻1(𝑥, 𝐷𝑢𝑛
1(𝑥), 𝑢𝑛

1(𝑥), 𝑢𝑛
2(𝑥)) = 0,

𝐻2(𝑥, 𝐷𝑢𝑛+1
2 (𝑥), 𝑢𝑛+1

2 (𝑥), 𝑢𝑛
1(𝑥)) = 0.

(5.9)

注 5.7 假设 𝑢𝑛
1和 𝑢𝑛

2关于 𝑛都是一致有界的。由性质 5.11，𝑢𝑛
1和 𝑢𝑛

2关于 𝑛都是等度 Lipschitz
连续的。由Arzela-Ascoli定理，存在一列 (𝑢𝑛

1, 𝑢𝑛
2)一致收敛到 (𝑢, 𝑣). 由粘性解的稳定性，(𝑢, 𝑣)

是 (5.3)的一个粘性解。

令 𝛩, 𝐶 , 𝜇和 𝜆𝑖 是性质 5.4, 5.7和引理 5.1中给出的常数。在本小节，我们定义

ℍ𝑖 ∶= ‖𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)‖∞, 𝐴 ∶= 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇, 𝐵 ∶= 𝐶𝜇𝑒𝛩𝜇, ̄𝜆𝑖 ∶= (1 + 𝐴)𝜆𝑖 + 𝐴.

以及

𝜅 ∶= 𝜆1𝜆2, �̄� ∶= ̄𝜆1 ̄𝜆2, �̃� ∶= 𝜆1 ̄𝜆2.

Case (a)

我们先在𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (I’)的假设下证明命题 5.1.

引理 5.2 对于 𝑖 ∈ {1, 2}和 𝑣(𝑥) ∈ 𝐶(𝑀)，下面方程存在唯一的粘性解 𝑢(𝑥)

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢, 𝑣(𝑥)) = 0. (5.10)

此外，有 ‖𝑢(𝑥)‖∞ ≤ 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞.

证明 由性质 5.7我们有

|𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)| ⋅ 𝜆1‖𝑣‖∞

≤ 𝜆1(𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝜆1‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)))|𝑣(𝑥)|

≤ (𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝜆1‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)))⋅𝜆1‖𝑣‖∞, ∀𝑥 ∈ 𝑀.

因此
|𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)|

≤ 𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝜆1‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)).
(5.11)
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类似地有

|𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)|

≤ 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, −𝜆1‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)).
(5.12)

由性质 5.5以及 (5.11)，有

𝐻𝑖(𝑥, 0, 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥))

+ 𝐻𝑖(𝑥, 0, 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) + 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)

≥ ℍ𝑖.

由性质 5.5和 (5.12)，有

𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) + 𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣(𝑥)) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, −𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣)

+ 𝐻𝑖(𝑥, 0, −𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣) − 𝐻𝑖(𝑥, 0, − 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 − 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) ≥ ℍ𝑖,

因此对所有 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝐻𝑖(𝑥, 0, 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) ≥ 0,

以及

𝐻𝑖(𝑥, 0, − 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 − 𝜆𝑖‖𝑣‖∞, 𝑣(𝑥)) ≤ 0,

从而 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞ (resp. − 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 − 𝜆𝑖‖𝑣‖∞) 是 (5.10) 的粘性上解 (resp. 粘性下解). 因此，
由 Perron 方法，(5.10) 的粘性解 𝑢(𝑥) 存在。利用比较定理，粘性解 𝑢(𝑥) 是唯一的，并且
‖𝑢(𝑥)‖∞ ≤ 1

𝜆𝑖𝑖
ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞. ∎

引理 5.3 对于 𝑛 = 1, 2, …，有

‖𝑢𝑛
1‖∞ ≤ 1

𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1 + 𝜆1
𝜆22

𝑛−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2,

以及

‖𝑢𝑛+1
2 ‖∞ ≤ 1

𝜆22

𝑛

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2 + 𝜆2
𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1.

证明 我们利用归纳法证明。首先说明 𝑛 = 1的时候结论成立。由引理 5.2，有

‖𝑢0
1(𝑥)‖∞ ≤ ℍ1

𝜆11
,

‖𝑢1
2(𝑥)‖∞ ≤ 1

𝜆22
ℍ2 + 𝜆2‖𝑢0

1(𝑥)‖∞ ≤ 1
𝜆22

ℍ2 + 𝜆2ℍ1
𝜆11

,

‖𝑢1
1(𝑥)‖∞ ≤ 1

𝜆11
ℍ1 + 𝜆1‖𝑢1

2(𝑥)‖∞ ≤ 1
𝜆11

(1 + 𝜅)ℍ1 + 𝜆1ℍ2
𝜆22

,

‖𝑢2
2(𝑥)‖∞ ≤ 1

𝜆22
ℍ2 + 𝜆2‖𝑢1

1(𝑥)‖∞ ≤ 1
𝜆22

(1 + 𝜅)ℍ2 + 𝜆2
𝜆11

(1 + 𝜅)ℍ1.
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假设结论在 𝑛 = 𝑘 − 1的时候成立。我们要证明在 𝑛 = 𝑘时结论也成立。由引理 5.2，有

‖𝑢𝑘
1(𝑥)‖∞ ≤ 1

𝜆11
ℍ1 + 𝜆1‖𝑢𝑘

2(𝑥)‖∞

≤ 1
𝜆11

(1 + 𝜆1𝜆2

𝑘−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙)ℍ1 + 𝜆1
1

𝜆22

𝑘−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2

= 1
𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1 + 𝜆1
𝜆22

𝑘−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2,

以及
‖𝑢𝑘+1

2 (𝑥)‖∞ ≤ 1
𝜆22

ℍ2 + 𝜆2‖𝑢𝑘
1(𝑥)‖∞

≤ 1
𝜆22

(1 + 𝜆2𝜆1

𝑘−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙)ℍ2 + 𝜆2
1

𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1

= 1
𝜆22

𝑘

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2 + 𝜆2
𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1.

证毕。 ∎

由假设 𝜅 < 1. 那么 𝑢𝑛
1 和 𝑢𝑛

2 都是关于 𝑛一致有界的。由注 5.3，(5.3)存在粘性解。

Case (b)

现在我们在𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗)满足条件 (D’)的假设下证明命题 5.1. 如果𝐻𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢1, 𝑢2)满足
条件 (D’)，比较定理不成立。因此，我们不能直接得到引理 5.2中的结论。

引理 5.4 对于每个 𝑖 ∈ {1, 2}以及 𝑣(𝑥) ∈ 𝐶(𝑀)，(5.10)的方程组有粘性解。对所有 (5.10)的
粘性解 𝑢(𝑥)，有

‖𝑢(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + ̄𝜆𝑖‖𝑣‖∞ + 𝐵.

证明 我们首先说明 (5.10)粘性解的存在性。由定理 2.3，我们转而考虑

𝐹𝑖(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢, 𝑣(𝑥)) = 0, (5.13)

其中 𝐹𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑢𝑗) ∶= 𝐻𝑖(𝑥, −𝑝, −𝑢𝑖, 𝑢𝑗). 由 𝐹𝑖 的定义，容易证明

‖𝐹𝑖(𝑥, 0, 0, 0)‖∞ = ‖𝐻𝑖(𝑥, 0, 0, 0)‖∞,

并且对于所有 𝑢𝑖 ≥ 𝑣𝑖, (𝑥, 𝑝, 𝑣) ∈ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ，有

𝐹𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑢𝑖, 𝑣) − 𝐹𝑖(𝑥, 𝑝, 𝑣𝑖, 𝑣) ≥ 𝜆𝑖𝑖(𝑢𝑖 − 𝑣𝑖),

并且对所有 𝑢𝑖, 𝑢𝑗 , 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ ℝ, (𝑥, 𝑣) ∈ 𝑀 × ℝ，有

|(𝐹𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑢𝑗) − 𝐹𝑖(𝑥, 0, 0, 𝑣𝑗))(𝑢𝑖 − 𝑣𝑖)|

≤ 𝜆𝑖|(𝐹𝑖(𝑥, 0, 𝑢𝑖, 𝑣) − 𝐹𝑖(𝑥, 0, 𝑣𝑖, 𝑣))(𝑢𝑗 − 𝑣𝑗)|.
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由引理 5.2， 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞ (resp. − 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 − 𝜆𝑖‖𝑣‖∞)是方程 (5.13)的粘性上解 (resp. 粘性下解).
由 Perron方法，方程 (5.13)有粘性解 𝑢−，再根据定理 2.3，方程 (5.10)有粘性解。此外，有
‖𝑢−‖∞ ≤ 1

𝜆𝑖𝑖
ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞.

利用命题 3.1，我们得到

‖𝑢(𝑥)‖∞ = ‖ − 𝑣+‖∞

≤ (1 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇)‖𝑢−‖∞ + 𝐶𝜇𝑒𝛩𝜇 + 𝛩𝜇𝑒𝛩𝜇‖𝑣(𝑥)‖∞

≤ (1 + 𝐴)( 1
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + 𝜆𝑖‖𝑣‖∞) + 𝐵 + 𝐴‖𝑣(𝑥)‖∞

= 1 + 𝐴
𝜆𝑖𝑖

ℍ𝑖 + ̄𝜆𝑖‖𝑣‖∞ + 𝐵,

其中 𝑣+ 是 (5.13)的一个正向弱 KAM解。 ∎

引理 5.5 对于 𝑛 = 1, 2, …，有

‖𝑢𝑛
1‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ1 + (1 + 𝐴) ̄𝜆1
𝜆22

𝑛−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ2 + (
𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆1

𝑛−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵,

以及

‖𝑢𝑛+1
2 ‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆22

𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ2 + (1 + 𝐴) ̄𝜆2
𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ1 + (
𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆2

𝑛

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵.

证明 我们利用归纳法证明。我们首先说明 𝑛 = 1的时候结论成立。由引理 5.4，有

‖𝑢0
1(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆11
ℍ1 + 𝐵,

‖𝑢1
2(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆22
ℍ2 + ̄𝜆2‖𝑢0

1(𝑥)‖∞ + 𝐵

≤ 1 + 𝐴
𝜆22

ℍ2 + (1 + 𝐴) ̄𝜆2
𝜆11

ℍ1 + (1 + ̄𝜆2)𝐵,

‖𝑢1
1(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆11
ℍ1 + ̄𝜆1‖𝑢1

2(𝑥)‖∞ + 𝐵

≤ 1 + 𝐴
𝜆11

(1 + �̄�)ℍ1 + (1 + 𝐴) ̄𝜆1
𝜆22

ℍ2 + (1 + �̄� + ̄𝜆1)𝐵,

‖𝑢2
2(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆22
ℍ2 + ̄𝜆2‖𝑢1

1(𝑥)‖∞ + 𝐵

≤ 1 + 𝐴
𝜆22

(1 + �̄�)ℍ2 + (1 + 𝐴) ̄𝜆2
𝜆11

(1 + �̄�)ℍ1 + (1 + �̄� + ̄𝜆2(1 + �̄�))𝐵.

假设结论在 𝑛 = 𝑘 − 1的时候成立。我们需要证明当 𝑛 = 𝑘时结论成立。由引理 5.4，有

‖𝑢𝑘
1(𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆11
ℍ1 + ̄𝜆1‖𝑢𝑘

2(𝑥)‖∞ + 𝐵

≤ 1 + 𝐴
𝜆11

(1 + ̄𝜆1 ̄𝜆2

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)ℍ1 + ̄𝜆1
1 + 𝐴

𝜆22

𝑘−1

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ2

+ ̄𝜆1(
𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆2

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵 + 𝐵

= 1 + 𝐴
𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ1 + (1 + 𝐴) ̄𝜆1
𝜆22

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ2 + (
𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆1

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵,
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以及
‖𝑢𝑘+1

2 (𝑥)‖∞ ≤ 1 + 𝐴
𝜆22

ℍ2 + ̄𝜆2‖𝑢𝑘
1(𝑥)‖∞ + 𝐵

≤ 1 + 𝐴
𝜆22

(1 + ̄𝜆2 ̄𝜆1

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)ℍ2 + ̄𝜆2
1 + 𝐴

𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

𝜅𝑙ℍ1

+ ̄𝜆2(
𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆1

𝑘−1

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵 + 𝐵

= 1 + 𝐴
𝜆22

𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ2 + (1 + 𝐴) ̄𝜆2
𝜆11

𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙ℍ1 + (
𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙 + ̄𝜆2

𝑘

∑
𝑙=0

�̄�𝑙)𝐵.

证毕。 ∎

由假设 �̄� < 1，那么 𝑢𝑛
1 和 𝑢𝑛

2 关于 𝑛是一致有界的。由注 5.3，方程组 (5.3)存在粘性解。

Case (c)

现在，不失一般性，我们假设𝐻1(𝑥, 𝑝, 𝑢1, 𝑢2)满足条件 (I’)，𝐻2(𝑥, 𝑝, 𝑢2, 𝑢1)满足条件 (D’).

引理 5.6 对于 𝑛 = 1, 2, …，有

‖𝑢𝑛
1‖∞ ≤ 1

𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

�̃�𝑙ℍ1 + (1 + 𝐴)𝜆1
𝜆22

𝑛−1

∑
𝑙=0

�̃�𝑙ℍ2 + 𝜆1

𝑛−1

∑
𝑙=0

�̃�𝑙𝐵.

以及

‖𝑢𝑛+1
2 ‖∞ ≤ 1 + 𝐴

𝜆22

𝑛

∑
𝑙=0

�̃�𝑙ℍ2 +
̄𝜆2

𝜆11

𝑛

∑
𝑙=0

�̃�𝑙ℍ1 +
𝑛

∑
𝑙=0

�̃�𝑙𝐵.

引理 5.6的证明与引理 5.3和引理 5.5的证明类似，我们略去证明。由假设 �̃� < 1，那么 𝑢𝑛
1

和 𝑢𝑛
2 关于 𝑛是一致有界的。由注 5.3，方程组 (5.3)存在粘性解。

5.1.3 定理 5.2的证明

Step 1. 我们首先证明对于 𝑐 ∈ ℝ，存在唯一的常数 𝑑 = 𝛼(𝑐) ∈ ℝ使得 (5.7)有粘性解。不失
一般性，我们假设 𝑐 = 0. 由注 5.4，我们记 u𝜀 为 (5.6)在 𝑐 = 0的时候的唯一粘性解。

引理 5.7 函数族 {𝜀𝑢𝜀
2(𝑥)}𝜀>0 关于 𝜀是一致有界的。

证明 令 𝑥1 和 𝑥2 分别是 𝑢𝜀
1(𝑥)和 𝑢𝜀

2(𝑥)的极小点。由性质 5.9，𝑢𝜀
𝑖 是 Lipschitz连续的。因此

根据 [4]定理 5.3.7，𝑢𝜀
𝑖 是半凹的。因此，对于 𝑖 ∈ {1, 2}，𝑢𝜀

𝑖 在 𝑥𝑖处可微，并且 𝐷𝑢𝜀
𝑖 (𝑥𝑖) = 0.

带回 (5.6)我们得到
ℎ1(𝑥1, 0) + 𝜆1(𝑥1)(𝑢𝜀

1(𝑥2) − 𝑢𝜀
2(𝑥2))

≥ ℎ1(𝑥1, 0) + 𝜆1(𝑥1)(𝑢𝜀
1(𝑥1) − 𝑢𝜀

2(𝑥1)) = 0,
(5.14)

以及

ℎ2(𝑥2, 0) + 𝜀𝑢𝜀
2(𝑥2) + 𝜆2(𝑥2)(𝑢𝜀

2(𝑥2) − 𝑢𝜀
1(𝑥2)) = 0. (5.15)

将 (5.14)乘以 𝜆2(𝑥2)/𝜆1(𝑥1)再加上 (5.15)，我们得到

𝜆2(𝑥2)
𝜆1(𝑥1)ℎ1(𝑥1, 0) + ℎ2(𝑥2, 0) + 𝜀𝑢𝜀

2(𝑥2) ≥ 0,
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从而

𝜀𝑢𝜀
2(𝑥) ≥ 𝜀𝑢𝜀

2(𝑥2) ≥ −(𝜄‖ℎ1(𝑥, 0)‖∞ + ‖ℎ2(𝑥, 0)‖∞).

其中 𝜄 ∶= max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥)/min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥). 既然 𝑢𝜀
1和 𝑢𝜀

2都是半凹的，对于任意 𝜖 > 0和 𝑖 ∈ {1, 2}，
存在一点 𝑦𝑖 使得 𝑢𝜀

𝑖 在 𝑦𝑖 处可微，并且

𝑢𝜀
𝑖 (𝑦𝑖) ≥ max

𝑥∈𝑀
𝑢𝜀

𝑖 (𝑥) − 𝜖.

带回 (5.6)，有

ℎ1(𝑦1, 𝐷𝑢𝜀
1(𝑦1)) + 𝜆1(𝑦1)(𝑢𝜀

1(𝑦2) − 𝑢𝜀
2(𝑦2))

≤ ℎ1(𝑦1, 𝐷𝑢𝜀
1(𝑦1)) + 𝜆1(𝑦1)max

𝑥∈𝑀
𝑢𝜀

1(𝑥) − 𝜆1(𝑦1)(𝑢𝜀
2(𝑦1) − 𝜖)

≤ ℎ1(𝑦1, 𝐷𝑢𝜀
1(𝑦1)) + 𝜆1(𝑦1)(𝑢𝜀

1(𝑦1) − 𝑢𝜀
2(𝑦1)) + 2𝜆1(𝑦1)𝜖 = 2𝜆1(𝑦1)𝜖,

(5.16)

以及

ℎ2(𝑦2, 𝐷𝑢𝜀
2(𝑦2)) + 𝜀𝑢𝜀

2(𝑦2) + 𝜆2(𝑦2)(𝑢𝜀
2(𝑦2) − 𝑢𝜀

1(𝑦2)) = 0. (5.17)

将 (5.16)乘以 𝜆2(𝑦2)/𝜆1(𝑦1)再加上 (5.17)，我们得到

𝜆2(𝑦2)
𝜆1(𝑦1)ℎ1(𝑦1, 𝐷𝑢𝜀

1(𝑦1)) + ℎ2(𝑦2, 𝐷𝑢𝜀
2(𝑦2)) + 𝜀𝑢𝜀

2(𝑦2) ≤ 2𝜆2(𝑦2)𝜖,

从而
𝜀𝑢𝜀

2(𝑥) ≤ 𝜀max
𝑥∈𝑀

𝑢𝜀
2(𝑥)

≤ 𝜄 | min
(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀

ℎ1(𝑥, 𝑝)| + | min
(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀

ℎ2(𝑥, 𝑝)| + (2‖𝜆2(𝑥)‖∞ + 𝜀)𝜖.

令 𝜖 → 0+，我们得到

𝜀𝑢𝜀
2(𝑥) ≤ 𝜄 | min

(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀
ℎ1(𝑥, 𝑝)| + | min

(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀
ℎ2(𝑥, 𝑝)| .

由性质 5.9，min(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀 ℎ𝑖(𝑥, 𝑝), 𝑖 ∈ {1, 2}是有限的。因此 𝜀𝑢𝜀
2(𝑥)关于 𝜀是一致有界的。 ∎

引理 5.8 函数 𝑢𝜀
1 和 𝑢𝜀

2 关于 𝜀是等度 Lipschitz连续的。

证明 将 (5.6)第一式乘以 𝜆2(𝑥)/𝜆1(𝑥)再加上 (5.6)的第二式，得到

𝜆2(𝑥)
𝜆1(𝑥)ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢𝜀

1(𝑥)) + ℎ2(𝑥, 𝐷𝑢𝜀
2(𝑥)) = −𝜀𝑢𝜀

2(𝑥),

从而

ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢𝜀
1(𝑥)) ≤ ̃𝜄 (𝜄‖ℎ1(𝑥, 0)‖∞ + ‖ℎ2(𝑥, 0)‖∞ + | min

(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀
ℎ2(𝑥, 𝑝)|) ,

以及

ℎ2(𝑥, 𝐷𝑢𝜀
2(𝑥)) ≤ 𝜄‖ℎ1(𝑥, 0)‖∞ + ‖ℎ2(𝑥, 0)‖∞ + 𝜄 | min

(𝑥,𝑝)∈𝑇 ∗𝑀
ℎ1(𝑥, 𝑝)| ,

其中 ̃𝜄 ∶= max𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥)/min𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥). 因此 ‖𝐷𝑢𝜀
1‖∞ 和 ‖𝐷𝑢𝜀

2‖∞ 关于 𝜀是一致有界的。 ∎
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固定 𝑥0 ∈ 𝑀，定义
⎧⎪
⎨
⎪⎩

̃𝑢𝜀
1(𝑥) = 𝑢𝜀

1(𝑥) − 𝑢𝜀
2(𝑥0),

̃𝑢𝜀
2(𝑥) = 𝑢𝜀

2(𝑥) − 𝑢𝜀
2(𝑥0).

函数对 ( ̃𝑢𝜀
1, ̃𝑢𝜀

2)满足

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ1(𝑥, 𝐷 ̃𝑢𝜀
1(𝑥)) + 𝜆1(𝑥)( ̃𝑢𝜀

1(𝑥) − ̃𝑢𝜀
2(𝑥)) = 0,

ℎ2(𝑥, 𝐷 ̃𝑢𝜀
2(𝑥)) + 𝜀 ̃𝑢𝜀

2(𝑥) + 𝜆2(𝑥)( ̃𝑢𝜀
1(𝑥) − ̃𝑢𝜀

2(𝑥)) + 𝜀𝑢𝜀
2(𝑥0) = 0.

由于 ‖𝐷𝑢𝜀
1‖∞ 是一致有界的，根据 (5.6)的第一式， ̃𝑢𝜀

1(𝑥0) = 𝑢𝜀
1(𝑥0) − 𝑢𝜀

2(𝑥0)关于 𝜀是一致有
界的。同时 ̃𝑢𝜀

2(𝑥0) = 0. 因此 ̃𝑢𝜀
1(𝑥) 和 ̃𝑢𝜀

2(𝑥) 关于 𝜀 是一致有界等度 Lipschitz 连续的。同时
我们还证明了 −𝜀𝑢𝜀

2(𝑥0)是有界的。因此存在 𝜀𝑘 → 0+使得 ( ̃𝑢𝜀
1, ̃𝑢𝜀

2)一致收敛于 (𝑢, 𝑣)，并且
−𝜀𝑢𝜀

2(𝑥0)趋于 𝑑0 ∈ ℝ. 由粘性解的稳定性，(𝑢, 𝑣)是 (5.7)中取 𝑐 = 0和 𝑑 = 𝑑0 的粘性解。

现在我们证明 𝑑0 是使得 (5.7)有粘性解的唯一常数。这里我们依然令 𝑐 = 0. 假设有两
个不同的实数 𝑑1 < 𝑑2 使得 (5.7)中取 𝑑 = 𝑑1 和 𝑑 = 𝑑2 时分别有粘性解 (𝑢1, 𝑢2)和 (𝑣1, 𝑣2). 当
𝜀 > 0足够小，有 𝑑1 + 𝜀𝑢2 ≤ 𝑑2 + 𝜀𝑣2. 注意到对于 𝑘 ∈ ℝ，函数对 (𝑢1 + 𝑘, 𝑢2 + 𝑘)还是 (5.7)
中取 𝑐 = 0和 𝑑 = 𝑑1 的粘性解. 令 𝑘 > 0足够大，我们可以假设 𝑢1 > 𝑣1, 𝑢2 > 𝑣2. 从而

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢1) + 𝜆1(𝑥)(𝑢1 − 𝑢2) = 0,

ℎ2(𝑥, 𝐷𝑢2) + 𝜀𝑢2 + 𝜆2(𝑥)(𝑢2 − 𝑢1) = 𝑑1 + 𝜀𝑢2 ≤ 𝑑2 + 𝜀𝑣2.

根据 [81]命题 2.10，我们有 𝑢1 ≤ 𝑣1 和 𝑢2 ≤ 𝑣2，这与 𝑢1 > 𝑣1 和 𝑢2 > 𝑣2 矛盾。

Step 2. 现在我们考虑函数 𝛼(𝑐)的性质。令 (𝑢𝜀,𝑐
𝑖 )𝑖∈{1,2}是 (5.6)的粘性解。取 𝑐1 > 𝑐2. 根据 [81]

命题 2.10，𝑢𝜀,𝑐1
2 ≥ 𝑢𝜀,𝑐2

2 . 由 Step 1，𝛼(𝑐)是序列 −𝜀𝑘𝑢𝜀𝑘,𝑐
2 (𝑥)的极限。因此 𝛼(𝑐1) ≤ 𝛼(𝑐2). 定义

𝐾1 ∶= max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥) + 𝜀
𝜀min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥) (𝑐1 − 𝑐2), 𝐾2 ∶= max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥)

𝜀min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥) (𝑐1 − 𝑐2).

那么

⎧⎪
⎨
⎪⎩

ℎ1(𝑥, 𝐷𝑢𝜀,𝑐1
1 ) + 𝜆1(𝑥)((𝑢𝜀,𝑐1

1 − 𝐾1) − (𝑢𝜀,𝑐1
2 − 𝐾2))= 𝑐1 + 𝜆1(𝑥)(𝐾2 − 𝐾1) ≤ 𝑐2,

ℎ2(𝑥, 𝑢𝜀,𝑐1
2 ) + (𝜆2(𝑥) + 𝜀)(𝑢𝜀,𝑐1

2 − 𝐾2) − 𝜆2(𝑥)(𝑢𝜀,𝑐1
1 − 𝐾1) = 𝜆2(𝑥)(𝐾1 − 𝐾2) − 𝜀𝐾2 ≤ 0.

从而根据 [81]命题 2.10，有 𝑢𝜀,𝑐1
2 − 𝑢𝜀,𝑐2

2 ≤ 𝐾2. 注意到下面等式恒成立

𝛼(𝑐1) − 𝛼(𝑐2) = [𝛼(𝑐1) + 𝜀𝑢𝜀,𝑐1
2 ] + [𝜀𝑢𝜀,𝑐2

2 − 𝜀𝑢𝜀,𝑐1
2 ] − [𝜀𝑢𝜀,𝑐2

2 + 𝛼(𝑐2)].

由于 𝜀𝑢𝜀,𝑐1
2 和 𝜀𝑢𝜀,𝑐2

2 都是序列紧的，存在 𝜀𝑘 → 0+使得 𝜀𝑘𝑢𝜀𝑘,𝑐1
2 趋于 −𝛼(𝑐1)同时 𝜀𝑘𝑢𝜀𝑘,𝑐2

2 趋于

−𝛼(𝑐2). 对于任意 𝜀 > 0，有

𝜀𝑢𝜀,𝑐2
2 − 𝜀𝑢𝜀,𝑐1

2 ≥ −𝜀𝐾2 = −max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥)
min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥) (𝑐1 − 𝑐2).

我们得到

−max𝑥∈𝑀 𝜆2(𝑥)
min𝑥∈𝑀 𝜆1(𝑥) (𝑐1 − 𝑐2) ≤ 𝛼(𝑐1) − 𝛼(𝑐2) ≤ 0, ∀𝑐1 > 𝑐2.

最后，我们证明推论 5.1. 当 𝜆1(𝑥) 和 𝜆2(𝑥) 是常数，我们有 𝑢𝜀,𝑐1
2 − 𝑢𝜀,𝑐2

2 = 𝐾2，其中

𝐾2 = 𝜆2
𝜀𝜆1

(𝑐1 − 𝑐2). 因此，函数 𝛼(𝑐)是线性的，具有斜率 −𝜆2/𝜆1.
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5.2 多类型参与者的平均场博弈模型

在本节，我们引入一类可以描述多类型参与者的平均场博弈模型。同时，我们证明了这

类模型广义解的存在性。

5.2.1 主要结论

我们考虑如下的模型

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) +
𝑘

∑
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 𝐹𝑖(𝑥, 𝑚1, … , 𝑚𝑘), (5.18)

div(𝑚𝑖
𝜕𝐻𝑖
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥))) = 0, (5.19)

∫𝑀
𝑚𝑖𝑑𝑥 = 1. (5.20)

经典的平均场博弈模型处理的是大量的同类型参与者。其中每个参与者的代价函数由同一

个 Hamilton函数𝐻 给出。文献 [91]指出，在大多数实际的金融问题中，不仅仅只有一类参
与者。因此考虑多类型参与者的模型是十分自然的。模型 (5.18)-(5.20)刻画了有 𝑘种类型的
参与者的系统。每类型参与者的 Hamilton函数是彼此不同的。第 𝑖类参与者的代价函数由
Hamilton函数𝐻𝑖，第 𝑗类参与者的代价函数值 𝑢𝑗，以及第 𝑗类参与者的分布 𝑚𝑗 决定。这个

系统的耦合项只有 𝑢𝑗 和 𝑚𝑗，而不含导数。

对于 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}，我们假设 Hamilton函数 𝐻𝑖 ∶ 𝑇 ∗𝑀 → ℝ是 𝐶2 的，满足 Tonelli条
件，即性质 1.5，以及关于 𝑝对称，即对所有 (𝑥, 𝑝) ∈ 𝑇 ∗𝑀，有𝐻𝑖(𝑥, 𝑝) = 𝐻𝑖(𝑥, −𝑝). 同时我
们假设 (𝐵𝑖𝑗(𝑥))是 𝐶2 的，满足

(B) 矩阵 (𝐵𝑖𝑗(𝑥))是不可约化的 (即方程组 (5.18)不能解耦)，并且

𝐵𝑖𝑗(𝑥) ≤ 0 if 𝑖 ≠ 𝑗,
𝑘

∑
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(𝑥) > 0 for all 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}.

令 𝒫 (𝑀)和 𝒫 (𝑇 ∗𝑀)分别表示𝑀 和 𝑇 ∗𝑀 上的 Borel概率测度全体。它们是 𝑤∗-紧的。
令 𝑋 表示𝑀 或者 𝑇 ∗𝑀 . 序列 {𝜇𝑘}𝑘∈ℕ ⊂ 𝒫 (𝑋)被称为 𝑤∗-收敛于 𝜇 ∈ 𝒫 (𝑋)，如果

lim
𝑘→+∞ ∫𝑋

𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑘 = ∫𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝜇, ∀𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋),

这里 𝐶𝑏(𝑋)表示𝑋上有界一致连续函数全体。下面我们考虑Monge-Wasserstein距离 𝑑1，定

义为

𝑑1(𝑚1, 𝑚2) = sup
ℎ ∫𝑀

ℎ𝑑(𝑚1 − 𝑚2), ∀𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝒫 (𝑋),

这里极大值在 𝑋 上所有 1-Lipschitz连续函数类中取。此外，𝑑1可作为 𝑤∗-拓扑对应的度量。
下面将乘积空间 𝒫 (𝑋)𝑘赋予乘积拓扑。那么由 Tychonoff定理，𝒫 (𝑋)𝑘是紧的，并且具有由

𝑑1诱导的度量 𝑑𝑘. 具体而言，对于m1 = (𝑚1
1, … , 𝑚1

𝑘)以及m2 = (𝑚2
1, … , 𝑚2

𝑘) ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，我们

定义

𝑑𝑘(m1,m2) = max
1≤𝑖≤𝑘

𝑑1(𝑚1
𝑖 , 𝑚2

𝑖 ).

由 𝑑𝑘 诱导的拓扑与乘积拓扑一致。对于 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}，函数 𝐹𝑖 ∶ 𝑀 × 𝒫 (𝑀)𝑘 → ℝ满足
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(F1) 对所有 m = (𝑚1, … , 𝑚𝑘) ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，函数 𝑥 ↦ 𝐹𝑖(𝑥,m)是 𝐶2 的，并且满足

sup
m ∑

|𝛼|≤1
‖𝐷𝛼𝐹𝑖(⋅,m)‖∞ < +∞,

其中指标 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛)并且 𝐷𝛼 = 𝐷𝛼1 … 𝐷𝛼𝑛 .

(F2) 对所有 𝑥 ∈ 𝑀，函数 m ↦ 𝐹𝑖(𝑥,m)是 Lipschitz连续的，并且

sup
𝑥∈𝑀

m1 ,m2∈𝒫 (𝑀)𝑘

m1≠m2

|𝐹𝑖(⋅,m1) − 𝐹𝑖(⋅,m2)|
𝑑𝑘(m1,m2) < +∞.

定义 5.2 方程组 (5.18)-(5.20)的广义解是 (u,m) ∈ 𝐶(𝑀, ℝ𝑘) × 𝒫 (𝑀)𝑘 使得 (5.18)在粘性解
意义上成立，同时 (5.19)在分布的意义上成立。

注 5.8 当耦合矩阵满足条件 (B)，那么对每个 m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，根据 [81]命题 2.10，弱耦合的
Hamilton-Jacobi方程组 (5.18)的粘性解是唯一的。对给定的 m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，方程组 (5.18)的
粘性解的存在性由 Perron方法给出。

定理 5.3 假设性质 1.5，(B)和 (F1)(F2)成立，那么 (5.18)-(5.20)的广义解存在。

注 5.9 与 [92]相比，方程组 (5.18)-(5.20)的解的动力学意义较弱。固定m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，(5.18)
的粘性解 (𝑢𝑚

1 , … , 𝑢𝑚
𝑘 ) of (5.18)是唯一的，并且根据超线性增长性解还是 Lipschitz连续的。那

么 𝑢𝑚
𝑖 是𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 0的唯一粘性解，其中

𝐻𝑚
𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∶= 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝) + 𝐵𝑖𝑖(𝑥)𝑢 +

𝑘

∑
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑚
𝑗 (𝑥) − 𝐹𝑖(𝑥,m) (5.21)

关于 𝑥仅仅是 Lipschitz连续的。因此关于𝐻𝑚
𝑖 的接触 Hamilton流无法定义。受到 [47]的启

发，我们定义Mather测度为支撑在Mather集上的闭 Borel概率测度，见定义 5.3. 如果 (u,m)
是 (5.18)-(5.20)的广义解，那么对于 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘},存在关于𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢)的Mather测度，它
在𝑀 上的测度等于 𝑚𝑖.

经典的平均场博弈模型最初由Lasry和Lions [93–95]，以及Caines，Huang和Malhamé [96–97]

在研究大规模随机微分博弈的时候引入。下面，我们记 𝕋 𝑛是 𝑛维平坦环面。令𝐺 ∶ 𝕋 𝑛 ×ℝ𝑛 →
ℝ是 𝐶2的，关于 𝑝二次增长。对于 𝑥 ∈ 𝕋 𝑛，下面的定态一阶平均场博弈模型的研究可以参

见在 [98]
⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝐺(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥)) = 𝑐 + 𝐹 (𝑥, 𝑚),

− div(𝑚𝜕𝐺
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢(𝑥))) = 0,

∫𝕋 𝑛
𝑚𝑑𝑥 = 1.

这个方程组是一个 Hamilton-Jacobi耦合上一个连续性方程。这里函数 𝑢定义在𝑀 上，𝑚是
𝑀 上的 Borel概率测度。函数 𝐹 是耦合项。函数 𝑢可以看作为每个参与者的代价函数或者
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目标函数。这个系统的最优控制为 − 𝜕𝐺
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢(𝑥)). 当每个参与者按照这个最优控制行动，测

度 𝑚由相应的连续性方程给出。
文献 [92]研究了下面的接触型一阶定态平均场博弈模型

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝐹 (𝑥, 𝑚),

div(𝑚𝜕𝐻
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥))) = 0,

∫𝑀
𝑚𝑑𝑥 = 1.

其中 𝑥 ∈ 𝑀 并且𝑀 是紧致无边连通的光滑流形。函数 𝐻 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ满足性质 1.6-
1.8. 上面方程组的解 (𝑢, 𝑚)在 [92]中被给出，并且具有明确的动力学意义。具体而言，存在
𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)生成的接触 Hamilton流对应的Mather测度，它在𝑀 上的投影等于 𝑚.

注 5.10 当耦合项∑𝑗 𝐵𝑖𝑗𝑢𝑗 不存在，对于 𝑖 ∈ {1 … , 𝑘}，我们考虑下面的方程组

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) = 𝑐𝑖 + 𝐹𝑖(𝑥, 𝑚1, … , 𝑚𝑘), (5.22)

div(𝑚𝑖
𝜕𝐻𝑖
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥))) = 0, (5.23)

∫𝑀
𝑚𝑖𝑑𝑥 = 1. (5.24)

从微分博弈的角度来看，不同类型的参与者之间通过各自的分布相互影响。注 5.9重提到的
困难不复存在。上面方程组解 (c,u,m)的存在性的证明与 [98]中非常类似。我们在这里提供
一个证明框架。考虑集值映射 𝛹 ∶ 𝒫 (𝑀)𝑘 ⇉ 𝒫 (𝑀)𝑘. 集合 𝛹(m) ∶= {(𝜇1, … , 𝜇𝑘)}，其中每
个 𝜇𝑖都是𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥))−𝐹𝑖(𝑥,m)相对应的投影Mather测度。由于紧凸集的乘积依然是紧凸
的，我们只需要再验证 𝛹 的图像是闭的。这个性质由𝐻 的超线性增长性以及 (F2)保证。因
此，根据 Kakutani不动点定理，𝛹 有不动点 m̄. 对于 m̄ = (�̄�1, … , �̄�𝑘) ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，根据定理

1.3，(5.22)有解 (𝑢𝑖, 𝑐𝑖)，同时 �̄�𝑖自然满足 (5.23). 当所有𝐻𝑖和 𝐹𝑖相同，方程组 (5.22)-(5.24)
退化为 [98]中考虑的情形。

5.2.2 主要结论的证明

现在，为记号简洁，我们记𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)是 (5.21)中定义的 Hamilton函数，那么它满足第
3.1小节的基本假设。令 𝜆 ∶= max1≤𝑖≤𝑘 ‖𝐵𝑖𝑖(𝑥)‖∞是𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢的 Lipschitz常数。相应
的 Lagrange函数为

𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) = 𝐿𝑖(𝑥, �̇�) − 𝐵𝑖𝑖(𝑥)𝑢 −
𝑘

∑
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑚
𝑗 (𝑥) + 𝐹𝑖(𝑥,m), (5.25)

命题 5.2 令 (𝑢−, 𝑢+)是定理 3.1中定义的共轭对，并且 ℐ(𝑢−,𝑢+)是相应的投影 Aubry集。对于
𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+)，存在满足 𝛾(0) = 𝑥的 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ (−∞, ∞) → 𝑀 使得 𝑢−(𝛾(𝑡)) = 𝑢+(𝛾(𝑡))并且

𝑢±(𝛾(𝑡′)) − 𝑢±(𝛾(𝑡)) = ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢±(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 ≤ 𝑡′ ∈ ℝ. (5.26)

此外，𝑢± 在 𝑥处可微并且具有相同的导数

𝐷𝑢±(𝑥) = 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, ̇𝛾(0), 𝑢±(𝑥)). (5.27)
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此时我们可以定义

̃ℐ(𝑢−,𝑢+) ∶= {(𝑥, 𝑝, 𝑢) ∶ 𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+), 𝑝 = 𝐷𝑢±(𝑥), 𝑢 = 𝑢±(𝑥)}.

这里 𝑢− 和 𝑢+ 在 ℐ(𝑢−,𝑢+) 上是 𝐶1 的，或者等价地，从 ℐ(𝑢−,𝑢+) 到 ̃ℐ(𝑢−,𝑢+) 的提升是连续的。

我们将命题 5.2的证明分为引理 5.9-5.11.

引理 5.9 给定 𝑎 > 0. 如果 𝑢 ≺ 𝐿，令 𝛾 ∶ [−𝑎, 𝑎] → 𝑀 是一条 (𝑢, 𝐿, 0)-校准曲线，那么 𝛾 是
𝐶1 的并且 𝑢在 𝛾(0)处可微。

证明 由引理 B.1，对每个 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}，粘性解 𝑢𝑚
𝑖 是 Lipschitz连续的。因此 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) =

𝐻𝑚
𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑥是局部 Lipschitz连续的。既然下面的讨论是局部的，我们可以将 𝑇 𝑀 看

成 ℝ𝑛 × ℝ𝑛 的一个开子集。记 ‖ ⋅ ‖是 ℝ𝑛 上的范数。对于不大于 𝑅的 ‖𝑣1‖和 ‖𝑣2‖，存在常
数 𝐾 > 0使得

|𝐿(𝑥1, 𝑣1, 𝑢(𝑥1)) − 𝐿(𝑥2, 𝑣2, 𝑢(𝑥2))|

≤ |𝐿(𝑥1, 𝑣1, 𝑢(𝑥1)) − 𝐿(𝑥1, 𝑣1, 𝑢(𝑥2))| + |𝐿(𝑥1, 𝑣1, 𝑢(𝑥2)) − 𝐿(𝑥2, 𝑣2, 𝑢(𝑥2))|

≤ 𝜆‖𝐷𝑢(𝑥)‖∞𝑑(𝑥1, 𝑥2) + 𝐾(𝑑(𝑥1, 𝑥2) + ‖𝑣1 − 𝑣2‖).

因此 (𝑥, �̇�) ↦ 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢(𝑥))是局部 Lipschitz连续的。注意到 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)关于 �̇�是严格凸的，根
据 [99]定理 2.1 (ii)，极小曲线 𝛾 是 𝐶1 曲线。

下面的讨论与 [60]引理 4.3类似。既然我们在 𝑥 ∶= 𝛾(0)附近讨论，我们只需要假设𝑀
是 ℝ𝑛 的一个开子集 𝑈 . 我们需要证明对于每个 𝑦 ∈ 𝑈，有

lim sup
𝜂→0+

𝑢(𝑥 + 𝜂𝑦) − 𝑢(𝑥)
𝜂 ≤ 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥, ̇𝛾(0), 𝑢(𝑥)) ⋅ 𝑦 ≤ lim inf
𝜂→0+

𝑢(𝑥 + 𝜂𝑦) − 𝑢(𝑥)
𝜂 . (5.28)

对任意 𝜂 > 0和 0 < 𝜀 ≤ 𝑎，定义 𝛾𝜂 ∶ [−𝜀, 0] → 𝑈 为 𝛾𝜂(𝑠) = 𝛾(𝑠) + 𝑠+𝜀
𝜀 𝜂𝑦，那么 𝛾𝜂(0) = 𝑥 + 𝜂𝑦

并且 𝛾𝜂(−𝜀) = 𝛾(−𝜀). 既然 𝛾 是 (𝑢, 𝐿, 0)-校准的，有

𝑢(𝑥 + 𝜂𝑦) − 𝑢(𝛾(−𝜀)) ≤ ∫
0

−𝜀
𝐿(𝛾𝜂(𝑠), ̇𝛾𝜂(𝑠), 𝑢(𝛾𝜂(𝑠)))𝑑𝑠,

𝑢(𝑥) − 𝑢(𝛾(−𝜀)) = ∫
0

−𝜀
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

从而
𝑢(𝑥 + 𝜂𝑦) − 𝑢(𝑥)

𝜂 ≤ 1
𝜂 ∫

0

−𝜀
(𝐿(𝛾𝜂(𝑠), ̇𝛾𝜂(𝑠), 𝑢(𝛾𝜂(𝑠))) − 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠))))𝑑𝑠.

利用 (𝑥, �̇�) ↦ 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢(𝑥))的局部 Lipschitz连续性，存在 𝐾′(‖ ̇𝛾(𝑠)‖)使得

lim sup
𝜂→0+

𝑢(𝑥 + 𝜂𝑦) − 𝑢(𝑥)
𝜂

≤ lim sup
𝜂→0+

1
𝜂 ∫

0

−𝜀
(𝐿(𝛾𝜂(𝑠), ̇𝛾𝜂(𝑠), 𝑢(𝛾𝜂(𝑠))) − 𝐿(𝛾𝜂(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾𝜂(𝑠))))

+ (𝐿(𝛾𝜂(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾𝜂(𝑠))) − 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠))))𝑑𝑠

≤ ∫
0

−𝜀
(1
𝜀

𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢(𝛾(𝑠))) ⋅ 𝑦 + 𝐾′(‖ ̇𝛾(𝑠)‖)𝑠 + 𝜀

𝜀 ‖𝑦‖)𝑑𝑠.

令 𝜀 → 0+，我们得到 (5.28) 的第一个不等式。类似地，定义 𝛾𝜂 ∶ [0, 𝜀] → 𝑈 为 𝛾𝜂(𝑠) =
𝛾(𝑠) + 𝜀−𝑠

𝜀 𝜂𝑦，我们得到 (5.28)的第二个不等式。 ∎
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引理 5.10 给定共轭对 (𝑢−, 𝑢+)，对于 𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+)，存在 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ (−∞, ∞) → 𝑀 满足

𝛾(0) = 𝑥使得 𝑢−(𝛾(𝑡)) = 𝑢+(𝛾(𝑡))，并且

𝑢±(𝛾(𝑡′)) − 𝑢±(𝛾(𝑡)) = ∫
𝑡′

𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢±(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠, ∀𝑡 ≤ 𝑡′ ∈ ℝ. (5.29)

此外 𝑢± 在 𝑥可微，并且具有相同的导数。

证明 对于 𝑥 ∈ ℐ(𝑢−,𝑢+)，存在 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 满足 𝛾−(0) = 𝑥 以及
(𝑢+, 𝐿, 0)-校准曲线 𝛾+ ∶ [0, +∞) → 𝑀 满足 𝛾+(0) = 𝑥，将这两条曲线连接起来，我们得到曲
线 𝛾 ∶ (−∞, ∞) → 𝑀 满足 𝛾(0) = 𝑥.
利用 [60] 引理 4.7 的证明，有 𝑢+(𝛾+(𝑠)) = 𝑢−(𝛾+(𝑠)) 对 𝑠 ≥ 0 成立，并且 𝑢+(𝛾−(𝑠)) =

𝑢−(𝛾−(𝑠))对 𝑠 ≤ 0成立。因此 𝛾 是定义在整个 ℝ上的 (𝑢±, 𝐿, 0)-校准曲线，即 (5.29)成立。由
引理 5.9，𝛾 是 𝐶1 的，并且 𝐷𝑢±(𝑥) = 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥, 𝑢±(𝑥), ̇𝛾(0)). ∎

引理 5.11 共轭对 𝑢− 和 𝑢+ 在 ℐ(𝑢−,𝑢+) 上是 𝐶1 的。

证明 由引理B.1，𝑢−是 Lipschitz连续的。根据 [4]定理 5.3.7，如果𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)是局部 Lipschitz
连续的，并且关于 𝑝是严格凸的，那么 𝑢− 是半凹函数。类似地，由于 −𝑢+ 也是粘性解，它

是半凹的。等价地，𝑢+是半凸的。根据
[4] 定理 3.3.7，共轭对 𝑢−和 𝑢+在ℐ(𝑢−,𝑢+)上是 𝐶1的。∎

定义 5.3 给定 (𝑢−, 𝑢+). 投影 Mather集ℳ𝐻 定义为经过 ℐ(𝑢−,𝑢+) 的校准曲线的极限点集。由

(5.27)，有
̇𝛾(0) = 𝜕𝐻

𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢±(𝑥), 𝑢±(𝑥)). (5.30)

由于粘性解 𝑢− 是唯一的，𝐻 关于 𝑝是严格凸的， ̇𝛾(0)由 𝑥唯一确定。定义Mather集

̃ℳ𝐻 ∶= {(𝑥, 𝑣) ∶ 𝑥 ∈ ℳ𝐻 , 𝑣 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢±(𝑥), 𝑢±(𝑥))} ⊂ 𝑇 𝑀.

由于 𝐷𝑢±(𝑥)仅仅是连续的，常微分方程

�̇� = 𝜕𝐻
𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷𝑢±(𝑥), 𝑢±(𝑥))

的解可能不唯一。因此我们不能通过 𝛾 构造 ℐ(𝑢−,𝑢+)上的流。我们通过闭测度定义Mather测
度。定义在 𝑇 𝑀 上的一个闭测度 𝜇定义为

∫𝑇 𝑀
|𝑣|𝑥𝑑𝜇(𝑥, 𝑣) < +∞ and ∫𝑇 𝑀

𝑑𝑥𝜑(𝑣)𝑑𝜇(𝑥, 𝑣) = 0 ∀𝜑 ∈ 𝐶1(𝑀).

这里 𝑑𝑥 表示关于 𝑥的外微分。那么 Mather测度定义为支撑在 ̃ℳ𝐻 上的闭 Borel概率测度。
我们记𝔐𝐻 是Mather测度集合。我们可以通过 ℐ(𝑢−,𝑢+) 中闭的校准曲线构造Mather测度。

现在，我们记 𝐻𝑚
𝑖 ∶ 𝑇 ∗𝑀 × ℝ → ℝ是 (5.21)中定义的 Hamilton函数，其中 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝)满

足 Tonelli条件。方程𝐻𝑚
𝑖 (𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 0的唯一粘性解记为 𝑢𝑚

𝑖 . 相应的投影 Abury集，Mather
集，投影Mather集以及Mather测度集分别记为 𝒜 𝑚

𝑖 , ̃ℳ𝑚
𝑖 , ℳ𝑚

𝑖 和𝔐𝑚
𝑖 .
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引理 5.12 固定 m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，定义

𝒦 𝑚
𝑖 ∶= {(𝑥, 0) ∈ 𝑇 𝑀 ∶ 𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 0, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)) = 0}.

那么 𝒦 𝑚
𝑖 是 Mather集 ̃ℳ𝑚

𝑖 的非空紧子集，并且其中的点都是不动点。因此 Mather测度存
在。此外，𝒦 𝑚

𝑖 = ̃ℳ𝑚
𝑖 .

证明 证明与 [92]命题 7和 8类似。令 (𝑥, 0) ∈ 𝒦 𝑚
𝑖 . 由于𝐻𝑖关于 𝑝对称，𝐻𝑚

𝑖 对应的 Lagrange
函数满足

𝐿𝑚
𝑖 (𝑥, 0, 𝑢𝑚

𝑖 (𝑥)) = sup
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
(−𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)))

= − inf
𝑝∈𝑇 ∗

𝑥 𝑀
𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)) = 𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 0, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)) = 0.

令 𝛾𝑥(𝑠) ≡ 𝑥对 𝑠 ∈ (−∞, 0]恒成立。那么对于所有 𝑡 < 0，有

𝑢𝑚
𝑖 (𝑥) − 𝑢𝑚

𝑖 (𝛾𝑥(𝑡)) = ∫
0

𝑡
𝐿𝑚

𝑖 (𝛾𝑥(𝑠), ̇𝛾𝑥(𝑠), 𝑢𝑚
𝑖 (𝛾𝑥(𝑠)))𝑑𝑠 = ∫

0

𝑡
𝐿𝑚

𝑖 (𝑥, 0, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥))𝑑𝑠 = 0.

因此 𝛾𝑥 是一条 (𝑢𝑚
𝑖 , 𝐿𝑚

𝑖 , 0)-校准曲线。根据命题 2.9，有 𝑇 +
𝑡 𝑢𝑚

𝑖 (𝑥) = 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥). 由定理 2.3，极限

lim𝑡→+∞ 𝑇 +
𝑡 𝑢𝑚

𝑖 (𝑥)存在，并且等于𝐻𝑚
𝑖 (𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) = 0的正向弱 KAM解 𝑣𝑚

𝑖 . 函数对 (𝑢𝑚
𝑖 , 𝑣𝑚

𝑖 )是共
轭对。令 𝑡 → +∞，我们得到 𝑣𝑚

𝑖 (𝑥) = 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)，即 𝑥 ∈ 𝒜 𝑚

𝑖 . 由Mather集的定义，有 (𝑥, 0) ∈ ̃ℳ𝑚
𝑖 .

由于𝐻𝑚
𝑖 是局部 Lipschitz连续的，并且关于 𝑝严格凸，粘性解 𝑢𝑚

𝑖 在𝑀上是半凹的。令 𝑥0

是 𝑢𝑚
𝑖 的极小点，那么 𝑢𝑚

𝑖 在 𝑥0处可微，并且𝐷𝑢𝑚
𝑖 (𝑥0) = 0. 由于 𝑢𝑚

𝑖 是解，有𝐻𝑚
𝑖 (𝑥0, 0, 𝑢𝑚

𝑖 (𝑥0)) =
0. 因此𝒦 𝑚

𝑖 非空。

我们还需要证明 𝒦 𝑚
𝑖 ⊃ ̃ℳ𝑚

𝑖 . 令 𝛾(𝑠)是ℳ𝑚
𝑖 中的一条轨道，我们需要证明它是不动点。

由 𝑢𝑖
𝑚|𝒜 𝑚

𝑖
和 𝛾(𝑠)的 𝐶1 光滑性，结合 (5.30)，有

𝑑
𝑑𝑠𝑢𝑚

𝑖 (𝛾(𝑠)) = ⟨𝐷𝑢𝑚
𝑖 (𝛾(𝑠)), ̇𝛾(𝑠)⟩ = ⟨𝐷𝑢𝑚

𝑖 (𝛾(𝑠)), 𝜕𝐻𝑖
𝜕𝑝 (𝛾(𝑠), 𝐷𝑢𝑚

𝑖 (𝛾(𝑠)))⟩.

由于ℳ𝑚
𝑖 是极限集，Mather的回归性依然成立。由于𝐻𝑖关于 𝑝对称，有 ⟨𝑝, 𝜕𝐻𝑖/𝜕𝑝⟩ ≥ 0并

且等号成立当且仅当 𝑝 = 0. 如果 𝐷𝑢𝑚
𝑖 (𝛾(𝑠)) ≠ 0，那么 𝑑𝑢𝑚

𝑖 (𝛾(𝑠))/𝑑𝑠 > 0，与ℳ𝑚
𝑖 的回归性矛

盾。因此 𝐷𝑢𝑚
𝑖 (𝛾(𝑠)) = 0，从而 ̇𝛾(𝑠) = 0. 我们最终得到 ̃ℳ𝑚

𝑖 中的点有形式 (𝑥, 0)，并且满足
𝐻𝑚

𝑖 (𝑥, 0, 𝑢𝑚
𝑖 (𝑥)) = 0. ∎

引理 5.13 对于任意m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，令 u𝑚 表示 (5.18)的唯一粘性解。那么 u𝑚 关于m是一致
有界等度 Lipschitz的。令m𝑗 ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘在 𝑑𝑘的意义下收敛于m0，那么 u𝑚𝑗 一致收敛于 u𝑚0 .

证明 由 (B)(F1)以及𝐻𝑖(𝑥, 0)的有界性，存在足够大的常数 𝐶 使得对于任意的m ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘，

(𝐶, … , 𝐶)和 (−𝐶, … , −𝐶)分别是 (5.18)的粘性上解和下解。根据比较定理，常数 𝐶 就是 u𝑚

的一致界。对应于𝐻𝑚
𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢)的 Lagrange函数 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢)由 (5.25)给出，并且对于 |�̇�|𝑥 ≤ 1关

于任意m是一致有界的。利用和引理 B.1类似的讨论，可以证明 u𝑚关于m是等度 Lipschitz
的。由Arzelá-Ascoli定理，存在序列 u𝑚𝑗𝑘 一致收敛于 u∗. 令𝐻𝑚

𝑖 由 (5.21)给出。由 (F2)，𝐻𝑚𝑗𝑘
𝑖

在 𝑇 ∗𝑀 × ℝ的紧子集上一致收敛于

𝐻∗
𝑖 (𝑥, 𝑝, 𝑢) ∶= 𝐻𝑖(𝑥, 𝑝) + 𝐵𝑖𝑖(𝑥)𝑢 +

𝑘

∑
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢∗
𝑗 (𝑥) − 𝐹 (𝑥,m0).

由粘性解的稳定性，u∗是 (5.18)在 (𝑚1, … , 𝑚𝑘) = m0时候的粘性解。根据假设 (B)，(5.18)的
粘性解是唯一的，因此 {u𝑚}的极限点只有 u𝑚0 . ∎
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第 5章 在方程组中的应用

定理 5.3的证明. 由 Prokhorov定理和 Tychonoff定理，(𝒫 (𝑀)𝑘, 𝑑𝑘)是紧凸的。令 𝜋 ∶ 𝑇 𝑀 →
𝑀 是投影映射，诱导了推前映射 𝜋#. 定义集值映射

𝛹 ∶ 𝒫 (𝑀)𝑘 ⇉ 𝒫 (𝑀)𝑘,

其中我们定义集合

𝛹(m) ∶= {(𝜋#𝜂𝑚
1 , … , 𝜋#𝜂𝑚

𝑘 ) ∶ 𝜂𝑚
𝑖 ∈ 𝔐𝑚

𝑖 }.

根据引理 5.12容易验证 𝛹 的值是非空凸集。为了应用 Kakutani不动点定理，我们还需要证
明 𝛹 的图是闭的。假设当 𝑗 → +∞时 𝑑𝑘(m𝑗 ,m) → 0以及 𝑑𝑘(𝜇𝑗 , 𝜇) → 0，其中 𝜇𝑗 ∈ 𝛹(m𝑗).
我们需要证明 𝜇 ∈ 𝛹(m).

既然 𝜇𝑗 ∈ 𝛹(m𝑗)，存在序列 𝜂𝑗 满足 𝜂𝑗
𝑖 ∈ 𝔐𝑚𝑗

𝑖 以及 𝜇𝑗
𝑖 = 𝜋#𝜂𝑗

𝑖 . 由引理 5.12，有

supp(𝜂𝑗
𝑖 ) ⊂ 𝑀 × {0} =∶ 𝐾0, ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, 𝑗 ∈ ℕ,

其中 supp 表示 Borel 概率测度的支撑集。因此 𝜂𝑗
𝑖 是胎紧的。选取子列，我们可以假设

𝑑𝑘(𝜂𝑗 , 𝜂) → 0，其中极限 𝜂 ∈ 𝒫 (𝑀)𝑘 并且 𝜇𝑖 = 𝜋#𝜂𝑖 对每个 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}成立。
现在我们证明 𝜂𝑖 ∈ 𝔐𝑚

𝑖 ，从而 𝜇 ∈ 𝛹(m). 我们首先证明 𝜂𝑖 是闭测度。由于 𝐾0 是紧的，

积分 ∫𝑇 𝑀 |𝑣|𝑥𝑑𝜂𝑖 是有限的。由 𝐾0 的定义有

∫𝑇 𝑀
𝑑𝑥𝜑(𝑣)𝑑𝜂𝑖 = ∫𝐾0

𝑑𝑥𝜑(𝑣)𝑑𝜂𝑖 = 0, ∀𝜑 ∈ 𝐶1(𝑀),

这说明 𝜂𝑖 是闭的。

接下来我们证明 supp(𝜂𝑖) ⊂ 𝒦 𝑚
𝑖 . 既然 𝜂𝑗

𝑖 按𝑤∗-拓扑收敛于 𝜂𝑖，对任意 (𝑥0, 𝑣0) ∈ supp(𝜂𝑖)，
存在序列 (𝑥𝑗 , 𝑣𝑗) ∈ supp(𝜂𝑗

𝑖 )以它为极限点。由引理 5.12以及 𝜂𝑗
𝑖 ∈ 𝔐𝑚𝑗

𝑖 ，我们有 𝑣𝑗 = 0以及

𝐻𝑚𝑗
𝑖 (𝑥𝑗 , 0, 𝑢𝑚𝑗

𝑖 (𝑥𝑗)) =𝐻𝑖(𝑥𝑗 , 0) + 𝐵𝑖𝑖(𝑥𝑗)𝑢
𝑚𝑗
𝑖 (𝑥𝑗)

+
𝑘

∑
𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝐵𝑖𝑗(𝑥𝑗)𝑢
𝑚𝑗
𝑗 (𝑥𝑗) − 𝐹 (𝑥𝑗 ,m𝑗) = 0.

令 𝑗 → +∞，由引理 5.13以及条件 (F1)(F2)，我们得到 𝑣0 = 0以及𝐻𝑚
𝑖 (𝑥0, 0, 𝑢𝑚

𝑖 (𝑥0)) = 0. 因
此 𝛹 的图是闭的。我们最终得到 𝛹 有至少一个不动点 m̄.

令 ū(𝑥) = ( ̄𝑢1(𝑥), … , ̄𝑢𝑘(𝑥))是弱耦合方程组 (5.18)中取 (𝑚1, … , 𝑚𝑘) = m̄的唯一粘性解。
那么存在Mather测度 ̄𝜂𝑖 满足 𝜋# ̄𝜂𝑖 = �̄�𝑖. 由于 ̄𝜂𝑖 是闭的，对所有 𝜑 ∈ 𝐶1(𝑀)有

0 = ∫𝑇 𝑀
𝑑𝑥𝜑(𝑣)𝑑 ̄𝜂𝑖 = ∫supp( ̄𝜂𝑖)

𝑑𝑥𝜑(𝑣)𝑑 ̄𝜂𝑖

= ∫supp(�̄�𝑖)
⟨𝐷𝜑(𝑥), 𝜕𝐻𝑖

𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷 ̄𝑢𝑖(𝑥))⟩𝑑�̄�𝑖 = ∫𝑀
⟨𝐷𝜑(𝑥), 𝜕𝐻𝑖

𝜕𝑝 (𝑥, 𝐷 ̄𝑢𝑖(𝑥))⟩𝑑�̄�𝑖.

因此 m̄在分布的意义下满足 (5.19). 证毕。

5.3 本章小结

在本章，作为第 3章有关结论的应用，我们考虑了耦合的非线性偏微分方程组的可解
性，其中不动点定理的思想起到了关键作用。对于弱耦合的 Hamilton-Jacobi方程组，我们利
用单调递减的接触型 Hamilton-Jacobi方程的结论克服了传统的单调性条件不成立时的困难。
通过迭代过程 5.9证明了粘性解的存在性，这本质上可以看作是一类不动点定理的证明。对
于平均场博弈模型，我们通过 Kakutani不动点定理，证明了该模型广义解的存在性。
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第 6章 总结与展望

最后我们对本文做一个总结。我们的主要研究对象是显含未知函数的 Hamilton-Jacobi
方程。由于这类方程的特征线方程定义了一个接触变换，我们称之为接触型的 Hamilton-
Jacobi方程。在第 2章，我们考虑了最一般的情形，即𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢一致 Lipschitz连续。
在第 3章，我们将第 2章得到的结论应用于 𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢单调递增和单调递减的情形。
在第 4章，我们将第 2章得到的结论应用于两类𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢)关于 𝑢非单调的模型。在第 5章，
我们将第 3章得到的结论应用于耦合的非线性方程组。
作为展望，本文给出若干尚待解决的问题。这些问题主要集中在如下两个研究对象上：

• 弱耦合 Hamilton-Jacobi方程组；

• 带粘性项的二阶 Hamilton-Jacobi方程。

对于这两类研究对象，我们都可以定义相应的解半群以及它的表示公式。但是将解半群直

接应用于解的长期行为的研究是困难的。这些困难源于我们缺乏对解半群表示公式中的极

小曲线的理解。对于前者，对于每个指标，都存在相应的极小曲线，因此极小曲线可以看作

是一个集合。对于后者，极小曲线是测度空间上的。当方程不显含未知函数，这一曲线的运

动方程由 Fokker-Planck方程给出。

6.1 弱耦合 Hamilton-Jacobi方程组
长期行为

文献 [88–89]考虑了非常特殊的情形，其中半群是非扩张的。在他们的假设下，演化方
程组的粘性解一致收敛于相应的定态方程组。对于更一般的情形，这一结论可能不成立。为

了说明这一问题的复杂性，我们回顾一下注 2.1，对于单个一阶 Hamilton-Jacobi方程，演化
方程粘性解随着 𝑡 → +∞的下极限是相应定态方程的粘性解。对于指标 𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}，考虑
发展型的弱耦合 Hamilton-Jacobi方程组

{
𝜕𝑡𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥, 𝑡), u(𝑥, 𝑡)) = 0,
𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝜑𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(𝑀).

令 𝑇𝑡 是相应的解半群。定义 �̌� ∈ 𝐶(𝑀, ℝ𝑘)的分量为

�̌�𝑖(𝑥) = lim inf
𝑡→+∞

𝑇𝑡𝜑𝑖(𝑥),

但是这个函数不是相应定态方程组

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥, 𝑡), u(𝑥, 𝑡)) = 0
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的粘性解。这里我们给出一个例子：令 𝕊1 是单位圆，并且 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝕊1 × (0, +∞). 考虑

{
𝜕𝑡𝑢1(𝑥, 𝑡) + |𝐷𝑢1(𝑥, 𝑡)|2 + 𝑢1(𝑥, 𝑡)2 − 𝑢2(𝑥, 𝑡) − 1 = 0,
𝜕𝑡𝑢2(𝑥, 𝑡) + |𝐷𝑢2(𝑥, 𝑡)|2 + 𝑢2(𝑥, 𝑡)2 + 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 1 = 0.

这个方程组有下面的时间周期解

{
𝑢1 = sin(𝑥 + 𝑡),
𝑢2 = cos(𝑥 + 𝑡).

容易看到下极限 �̌�等于 (−1, −1)，它既不是相应定态方程组的粘性下解，也不是定态方程方
程组的粘性上解。

弱 KAM理论

考虑定态方程组

𝐻𝑖(𝑥, 𝐷𝑢𝑖(𝑥)) +
𝑘

∑
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 𝑐,

其中∑𝑘
𝑗=1 𝐵𝑖𝑗(𝑥) = 0对每个 𝑖和 𝑥 ∈ 𝑀 成立。文献 [81]通过 Mañé矩阵定义了这个方程组

的 Aubry集。这里Mañé矩阵可以看作是粘性半距离的类似物。但是定义方程组的共轭对和
障碍函数似乎是困难的。这些概念在研究演化方程长期行为的时候也是重要的。

6.2 带粘性项的二阶 Hamilton-Jacobi方程
对于这类研究对象，我们主要考虑如下两类方程

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) = 𝑎(𝑥)𝛥𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞),

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶(𝑀), 𝑥 ∈ 𝑀.

以及

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥)) = 𝑎(𝑥)𝛥𝑢(𝑥).

这里粘性项系数 𝑎(𝑥) ≥ 0. 对于经典 Hamilton函数𝐻(𝑥, 𝑝, 𝑢) = �̄�(𝑥, 𝑝)和粘性项 𝑎(𝑥)𝛥𝑢同时
出现的方程，已经有了一些工作 [100–101]。已有的例子说明，带粘性项的 Hamilton-Jacobi方
程的粘性解的行为与一阶 Hamilton-Jacobi方程有本质区别。我们再次回顾注 2.1. 这里我们
给出一个例子，其中演化方程粘性解随 𝑡 → +∞的下极限仅仅是相应定态方程的粘性上解。
考虑

𝑢𝑡 + 𝑢2
𝑥 − 𝑢𝑥 + 𝑢2 − 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 1, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝕊1 × (0, +∞).

这个方程有时间周期解 𝑢 = sin(𝑥 + 𝑡). 但是下极限 −1不是 𝑢2
𝑥 − 𝑢𝑥 + 𝑢2 − 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 1的解。受

到定理 1.5的启发，我们可以猜想当 Hamilton函数关于变量 𝑢单调递增，同时粘性项系数
𝑎(𝑥)非负，相应的演化方程的粘性解 𝑢(𝑥, 𝑡)一致收敛于相应的定态方程。
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附录 A 一维变分学的若干结论

A.1 𝛤 -收敛
下面的结论在证明 (2.2) 极小曲线的存在性与正则性时是十分有用的 [45,102]。这些结论

在原始文献中是在 ℝ𝑛 上讨论的。通过局部坐标，我们不难把它们推广到黎曼流形𝑀 上。

引理 A.1 令 𝐽 是一个有界区间，假设 𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)是下半连续的，关于 �̇�凸，并且有下界，那
么泛函

ℱ (𝛾) = ∫𝐽
𝐹 (𝑠, 𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠

在𝑊 1,1(𝐽 , 𝑀)上弱序列下半连续。

命题 A.1 令𝑀 是一个紧致连通的光滑流形。记 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑅是有界区间，𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)是定
义在 𝐼 × 𝑇 𝑀 上的 Lagrange函数。假设 𝐹 满足

(i) 对所有 (𝑥, �̇�)，𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)关于 𝑡可测，对 a.e. 的 𝑡，𝐹 关于 (𝑥, �̇�)连续；

(ii) 𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)关于 �̇�凸；

(iii) 𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)关于 �̇�超线性增长。

那么对于任意给定的两点 𝑥0 和 𝑥1 ∈ 𝑀，在 {𝑥(𝑡) ∈ 𝑊 1,1([𝑎, 𝑏], 𝑀) ∶ 𝑥(𝑎) = 𝑥0, 𝑥(𝑏) = 𝑥1}
中存在 ∫𝐼 𝐹 (𝑡, 𝑥, �̇�)𝑑𝑡的极小曲线。

定义 A.1 令 𝑋 是一个拓扑空间，给定序列 𝐹𝑛 ∶ 𝑋 → [−∞, +∞]，那么我们定义 𝛤 -上下极
限

(𝛤 − lim inf
𝑛→+∞

𝐹𝑛)(𝑥) = sup
𝑈∈𝒩 (𝑥)

lim inf
𝑛→+∞

inf
𝑦∈𝑈

𝐹𝑛(𝑦),

(𝛤 − lim sup
𝑛→+∞

𝐹𝑛)(𝑥) = sup
𝑈∈𝒩 (𝑥)

lim sup
𝑛→+∞

inf
𝑦∈𝑈

𝐹𝑛(𝑦).

这里 𝑥的邻域 𝒩 (𝑥)可以被拓扑基替代。当上下极限相等，我们可以定义 𝛤 -极限。

定义 A.2 令 𝑋 是一个拓扑空间。对于函数 𝐹 ∶ 𝑋 → [−∞, +∞]，它的下半连续包络 𝑠𝑐−𝐹
定义为

(𝑠𝑐−𝐹 )(𝑥) = sup
𝐺∈𝒢 (𝐹 )

𝐺(𝑥),

其中 𝒢 (𝐹 )为满足对所有 𝑦 ∈ 𝑋，𝐺(𝑦) ≤ 𝐹 (𝑦)的下半连续函数 𝐺的集合。

引理 A.2 如果 𝐹𝑛 是一个单调递增序列，那么

𝛤 − lim
𝑛→+∞

𝐹𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑠𝑐−𝐹𝑛 = sup
𝑛∈ℕ

𝑠𝑐−𝐹𝑛.
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A.2 非自治情况下极小曲线的正则性

注 A.1 如果 𝐹𝑛 是单调递增的下半连续函数序列，并且点点收敛到 𝐹，那么 𝐹 是下半连续
的，并且根据引理 A.2，𝐹𝑛 是 𝛤 -收敛到 𝐹 的。

引理 A.3 如果序列 𝐹𝑛 在 𝑋 上 𝛤 -收敛到 𝐹，并且存在一个紧集 𝐾 ⊂ 𝑋 使得

inf
𝑥∈𝑋

𝐹𝑛(𝑥) = inf
𝑥∈𝐾

𝐹𝑛(𝑥),

那么 𝐹 在 𝑋 中取得极小值，并且

min
𝑥∈𝑋

𝐹 (𝑥) = lim
𝑛→+∞

inf
𝑥∈𝑋

𝐹𝑛(𝑥).

A.2 非自治情况下极小曲线的正则性

本小节主要考虑极小曲线的正则性。考虑下面的一维变分问题

𝐼(𝛾) ∶= ∫
𝑏

𝑎
𝐹 (𝑡, 𝛾(𝑡), ̇𝛾(𝑡))𝑑𝑡 + 𝛹(𝛾(𝑎), 𝛾(𝑏)), (P)

其中 𝛾 在绝对连续曲线类中取，𝛹 在 ℝ ∪ {+∞}中取值，表示曲线两端点的约束。
接下来，我们假设极小曲线存在，并且取一条极小曲线 𝛾∗ ∈ 𝑊 1,1([𝑎, 𝑏], 𝑀)来讨论它的

正则性。由于 Lavrentiev现象，极小曲线不一定是 Lipschitz连续的。一些反例具体可以参见
[67]. 根据 [103]，我们依然可以对于 𝐹 ∶= 𝐿(𝑥, 𝑣(𝑥, 𝑡), �̇�)的 Lagrange函数证明极小曲线的
Lipschitz连续性，其中 𝑣(𝑥, 𝑡)是 Lipschitz连续的函数 (见引理 Lemma 2.3 (1)). 我们将 [103]
中的相关结论列举如下。

(♢): 𝐹 在ℝ中取值，存在常数 𝜀 > 0和一个 Lebesgue-Borel-可测函数 𝑘 ∶ [𝑎, 𝑏]×(0, +∞) →
ℝ使得 𝑘(𝑡, 1) ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏]，并且对于 a.e. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]以及所有 𝜎 > 0

|𝐹 (𝑡2, 𝛾∗(𝑡), 𝜎 ̇𝛾∗(𝑡)) − 𝐹 (𝑡1, 𝛾∗(𝑡), 𝜎 ̇𝛾∗(𝑡))| ≤ 𝑘(𝑡, 𝜎)|𝑡2 − 𝑡1|,

其中 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝑡 − 𝜀, 𝑡 + 𝜀] ∩ [𝑎, 𝑏].

引理 A.4 令 𝛾∗ 是问题 (P)的极小曲线。如果 𝐹 满足条件 (♢)，那么存在一个绝对连续函数
𝑝 ∈ 𝑊 1,1([𝑎, 𝑏], ℝ)使得对于几乎所有 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]，有

𝐹 (𝑡, 𝛾∗(𝑡), ̇𝛾∗(𝑡)
𝑣 ) 𝑣 − 𝐹 (𝑡, 𝛾∗(𝑡), ̇𝛾∗(𝑡)) ≥ 𝑝(𝑡)(𝑣 − 1), ∀𝑣 > 0, (A.1)

以及 |𝑝′(𝑡)| ≤ 𝑘(𝑡, 1)对 a.e. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]成立。

引理 A.5 令 𝛾∗ 是问题 (P)的极小曲线. 假设 𝐹 是 Borel可测的。如果 𝐹 满足条件 (♢)以及

(1) 超线性增长：存在函数 𝛩 ∶ [0, +∞) → ℝ满足

lim
𝑟→+∞

𝛩(𝑟)
𝑟 = +∞, and 𝐹 (𝑡, 𝛾∗(𝑡), 𝜉) ≥ 𝛩(‖𝜉‖) for all 𝜉 ∈ 𝑇𝛾∗(𝑡)𝑀.

(2) 局部有界：存在 𝜌 > 0和𝑀 ≥ 0使得对于 a.e. 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]，对于所有满足 ‖𝜉‖ = 𝜌的
𝜉 ∈ 𝑇𝛾∗(𝑡)𝑀 有 𝐹 (𝑡, 𝛾∗(𝑡), 𝜉) ≤ 𝑀 .

那么 𝛾∗是 Lipschitz连续的。此外，如果 ‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖ > 𝜌，我们在 (A.1)中取 𝑣 = ‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖/𝜌 > 1，有

𝐹 (𝑡, 𝛾∗(𝑡), 𝜌 ̇𝛾∗(𝑡)
‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖) ≥ 𝜌𝛩(‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖)

‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖ − ‖𝑝‖∞.

因此 ‖ ̇𝛾∗(𝑡)‖ ≤ max{𝜌, 𝑅}，其中 𝑅 ∶= inf{𝑠 ∶ 𝜌 𝛩(𝑠)
𝑠 > 𝑀 + ‖𝑝‖∞}.
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附录 A 一维变分学的若干结论

A.3 引理 2.1的证明
当𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)关于 𝑝超线性增长，泛函 𝕃𝑡 在 𝑋𝑡(𝑥)中取得极小是熟知的。现在我们要证

明 𝕃𝑡 在𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝)关于 𝑝强制增长的时候也能取得极小。定义

𝕃𝑡
𝑛(𝛾) = 𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿𝑛(𝛾(𝑠), 𝑣(𝛾(𝑠), 𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠,

其中 𝐿𝑛 的定义见 1.3小节。那么每个 𝕃𝑡
𝑛 在 𝑋𝑡(𝑥)中取得极小。定义

𝑚(𝑟) ∶= inf
𝑥∈𝑀 ( inf

‖�̇�‖≥𝑟
𝐿1(𝑥, 0, �̇�)) , ∀𝑟 ≥ 0.

显然函数 𝑚(𝑟)是超线性增长的，并且

𝑚(‖�̇�‖) ≤ 𝐿𝑛(𝑥, 0, �̇�) ≤ 𝐿𝑛(𝑥, 𝑢, �̇�) + 𝜆|𝑢|

≤ 𝐿(𝑥, 𝑢, �̇�) + 𝜆|𝑢|, ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀(𝑥, 𝑢, �̇�) ∈ 𝑇 𝑀 × ℝ.

在𝑋𝑡(𝑥)中，对于满足 lim𝑛 𝕃𝑡(𝛾𝑛) < +∞的序列 𝛾𝑛，有 sup𝑛 ∫𝑡
0 𝑚(‖ ̇𝛾𝑛‖)𝑑𝑠 < +∞，所有 𝛾𝑛有弱

收敛子列。根据引理 A.1，泛函 𝕃𝑡和 𝕃𝑡
𝑛在𝑋𝑡(𝑥)上是弱序列下半连续的。既然𝑋𝑡(𝑥)是一个

度量空间，泛函 𝕃𝑡 和 𝕃𝑡
𝑛 也是下半连续的。注意到 {𝕃𝑡

𝑛}𝑛∈ℕ 是递增序列，在 𝑋𝑡(𝑥)上点点收
敛到 𝕃𝑡. 同时 𝕃𝑡和 𝕃𝑡

𝑛(𝛾)都是下半连续的。根据引理 A.2，在𝑋𝑡(𝑥)上有 𝛤 − lim𝑛→+∞ 𝕃𝑡
𝑛 = 𝕃𝑡.

如果 𝕃𝑡
𝑛 的极小曲线 𝛾𝑛 落在 𝑋𝑡(𝑥)的一个紧集里，根据引理 A.3，泛函 𝕃𝑡 在 𝑋𝑡(𝑥)上取

得极小。接下来我们证明 𝑋𝑡(𝑥)中存在这样的紧集，使得所有极小曲线 𝛾𝑛 落在其中。考虑

𝐾𝑡(𝑥) ∶= {𝛾 ∈ 𝑋𝑡(𝑥) ∶ ∫
𝑡

0
𝑚(‖ ̇𝛾‖)𝑑𝑠 ≤ ‖𝜙‖∞ + 𝕂𝑡 + 2𝜆𝐾𝑡} ,

其中 𝕂 ∶= sup𝑥∈𝑀 𝐿(𝑥, 0, 0)以及 𝐾 ∶= ‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖∞. 集合 𝐾𝑡(𝑥)在𝑊 1,1([0, 𝑡], 𝑀)中弱紧。根据
[45]定理 2.13，𝐾𝑡(𝑥)在 𝑋𝑡(𝑥)中紧。对于常数曲线 𝛾𝑥 ≡ 𝑥，有

∫
𝑡

0
𝑚(‖ ̇𝛾𝑥‖)𝑑𝑠 ≤ 𝕃𝑡

𝑛(𝛾𝑥) + 𝜆𝐾𝑡 ≤ 𝕃𝑡(𝛾𝑥) + 𝜆𝐾𝑡 ≤ ‖𝜙‖∞ + 𝕂𝑡 + 2𝜆𝐾𝑡.

因此 𝛾𝑥 落在 𝐾𝑡(𝑥)中。类似地，对于极小曲线 𝛾𝑛，有

∫
𝑡

0
𝑚(‖ ̇𝛾𝑛‖)𝑑𝑠 ≤ 𝕃𝑡

𝑛(𝛾𝑛) + 𝜆𝐾𝑡 ≤ 𝕃𝑡
𝑛(𝛾𝑥) + 𝜆𝐾𝑡

≤ 𝕃𝑡(𝛾𝑥) + 𝜆𝐾𝑡 ≤ ‖𝜙‖∞ + 𝕂𝑡 + 2𝜆𝐾𝑡.

因此所有极小曲线 𝛾𝑛 落在 𝐾𝑡(𝑥)中。
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命题 B.1 如果 𝑢 ≺ 𝐿，那么 𝑢是𝑀 上的 Lipschitz连续函数。

证明 对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀，令 𝛼 ∶ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿] → 𝑀 是具有长度 𝑑(𝑥, 𝑦)的测地线，具有常速
度 ‖�̇�‖ = 𝛿并且连接 𝑥和 𝑦. 那么

𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑢(𝛼(𝑠))) ≤ ̄𝐶 + 𝜆‖𝑢‖∞, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑑(𝑥, 𝑦)/𝛿].

由 𝑢 ≺ 𝐿得到

𝑢(𝑦) − 𝑢(𝑥) ≤ ∫
𝑑(𝑥,𝑦)/𝛿

0
𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑢(𝛼(𝑠)))𝑑𝑠 ≤ 1

𝛿 ( ̄𝐶 + 𝜆‖𝑢‖∞)𝑑(𝑥, 𝑦).

交换 𝑥和 𝑦，我们得到 𝑢的 Lipschitz连续性。 ∎

命题 B.2 下面的叙述是等价的

(1) 𝑢− 是 (1.2)的粘性解；

(2) 𝑢− 是解半群算子 𝑇 −
𝑡 的不动点

(3) 𝑢− 是负向弱 KAM解。

类似地，下面叙述是等价的

(i) −𝑢+ 是方程𝐻(𝑥, −𝑢, −𝐷𝑢) = 0的粘性解；

(ii) 𝑢+ 是正向半群 𝑇 +
𝑡 的不动点；

(iii) 𝑢+ 是正向弱 KAM解。

证明 根据定理 2.1，陈述 (2)能得到陈述 (1). 我们说明陈述 (1)能得到陈述 (2). 既然 𝑢− 是

(1.2)的粘性解，函数 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑢−(𝑥)是 (2.1)在初值条件 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢−(𝑥)下的粘性解。由比
较定理，𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 −

𝑡 𝑢−(𝑥),，这说明 𝑢− = 𝑇 −
𝑡 𝑢−.

现在我们证明陈述 (3)能得到陈述 (2). 由负向弱 KAM解的定义，对于 𝑢− ∈ 𝒮− 有

𝑢−(𝑥) = inf
𝛾(𝑡)=𝑥 {𝑢−(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), 𝑢−(𝛾(𝜏)), ̇𝛾(𝜏))𝑑𝜏} ,

其中极小在绝对连续曲线类中取。我们证明 𝑢−(𝑥) ≤ 𝑇 −
𝑡 𝑢−(𝑥). 另一个方向是类似的。假设

𝑢−(𝑥) > 𝑇 −
𝑡 𝑢−(𝑥).
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令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是满足 𝛾(𝑡) = 𝑥的 𝑇 −
𝑡 𝑢−(𝑥)的极小曲线。定义

𝐹 (𝜏) ∶= 𝑢−(𝛾(𝜏)) − 𝑇 −
𝜏 𝑢−(𝛾(𝜏)).

由于 𝐹 (𝑡) > 0并且 𝐹 (0) = 0，存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡)使得 𝐹 (𝑠0) = 0并且 𝐹 (𝑠) > 0对所有 𝑠 ∈ (𝑠0, 𝑡]
成立。由定义

𝑇 −
𝑠 𝑢−(𝛾(𝑠)) = 𝑇 −

𝑠0
𝑢−(𝛾(𝑠0)) + ∫

𝑠

𝑠0

𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −
𝜏 𝑢−(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

并且

𝑢−(𝛾(𝑠)) ≤ 𝑢−(𝛾(𝑠0)) + ∫
𝑠

𝑠0

𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢−(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏,

从而

𝐹 (𝑠) ≤ 𝜆 ∫
𝑠

𝑠0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式，我们得到 𝐹 (𝑠) ≡ 0对所有 𝑠 ∈ [𝑠0, 𝑡]成立，这与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。
我们还需要证明陈述 (2)能得到陈述 (3). 对于任意的绝对连续曲线 𝛾 ∶ [𝑡′, 𝑡] → 𝑀，有

𝑢−(𝛾(𝑡)) − 𝑢−(𝛾(𝑡′)) = 𝑇 −
𝑡 𝑢−(𝛾(𝑡)) − 𝑇 −

𝑡′ 𝑢−(𝛾(𝑡′))

≤ ∫
𝑡

𝑡′
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 −

𝑠 𝑢−(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠 = ∫
𝑡

𝑡′
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢−(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠,

从而 𝑢− ≺ 𝐿. 我们接着说明 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线的存在性。我们定义一族绝对连续曲线如下：
令 𝛾0(0) = 𝑥并且 𝛾𝑛 ∶ [0, 1] → 𝑀 是满足 𝛾𝑛(1) = 𝛾𝑛−1(0)的 𝑇 −

1 𝑢−(𝛾𝑛−1(0))的极小曲线。定义
𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 为 𝛾−(−𝑡) ∶= 𝛾[𝑡]+1([𝑡] + 1 − 𝑡)，其中 𝑡 > 0，那么它是绝对连续的。从而

𝑢−(𝛾−(−[𝑡])) − 𝑢−(𝛾−(−𝑡)) = 𝑇 −
1 𝑢−(𝛾[𝑡]+1(1)) − 𝑇 −

[𝑡]+1−𝑡𝑢−(𝛾[𝑡]+1([𝑡] + 1 − 𝑡))

= ∫
1

[𝑡]+1−𝑡
𝐿(𝛾[𝑡]+1(𝑠), ̇𝛾[𝑡]+1(𝑠), 𝑇 −

𝑠 𝑢−(𝛾[𝑡]+1(𝑠)))𝑑𝑠

= ∫
−[𝑡]

−𝑡
𝐿(𝛾−(𝑠), ̇𝛾−(𝑠), 𝑢−(𝛾−(𝑠)))𝑑𝑠.

类似地可以证明对于 𝑛 = 0, 1, … ,

𝑢−(𝛾−(−𝑛)) − 𝑢−(𝛾−(−𝑛 − 1)) = ∫
−𝑛

−𝑛−1
𝐿(𝛾−(𝑠), ̇𝛾−(𝑠), 𝑢−(𝛾−(𝑠)))𝑑𝑠.

我们得到 𝛾− ∶ (−∞, 0] → 𝑀 是一条 (𝑢−, 𝐿, 0)-校准曲线。 ∎

命题 B.3 令 𝜑 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝑀). 下面叙述是等价的：

(1) 𝜑是 (1.2)的 Lipschitz粘性下解。

(2) 𝜑 ≺ 𝐿;

(3) 对所有 𝑡 ≥ 0，
𝑇 −

𝑡 𝜑 ≥ 𝜑 ≥ 𝑇 +
𝑡 𝜑.

我们将证明分为如下几个引理。
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引理 B.1 如果 𝜑是 (1.2)的 Lipschitz连续的粘性下解，那么 𝜑 ≺ 𝐿.

证明 不失一般性，我们假设 𝑀 是 ℝ𝑛 的一个开子集。实际上，对于每一条绝对连续曲线

𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀，我们可以找到它附近的局部坐标。也就是说，存在 𝑁 ∈ ℕ 使得 [0, 𝑡] =
∪𝑁−1

𝑖=0 [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]满足 𝑡0 = 0，𝑡𝑁 = 𝑡，使得 𝛾|[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1] 包含于 ℝ𝑛 中的一个开子集。

根据 [83]命题 2.4，存在一个函数 𝑞 ∈ 𝐿∞([0, 𝑡], ℝ𝑛)使得对于几乎处处的 𝑠 ∈ [0, 𝑡]，有

𝑑
𝑑𝑠𝜑(𝛾(𝑠)) = 𝑞(𝑠) ⋅ ̇𝛾(𝑠),

并且向量 𝑞(𝑠)属于 𝜕𝑐𝜑(𝛾(𝑠)). 这里我们回顾 Clarke广义梯度的定义

𝜕𝑐𝜑(𝑥) ∶= ⋂
𝑟>0

co{𝐷𝜑(𝑦) ∶ 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟)},

其中 𝜑在 𝑦处可微，co表示凸组合的闭包。由于 𝜑是 (1.2)的 Lipschitz连续的粘性下解，如
果 𝜑在 𝑦处可微，有

𝐻(𝑦, 𝐷𝜑(𝑦), 𝜑(𝑦)) ≤ 0.

利用𝐻 关于 𝑝的凸性，以及 𝜕𝑐𝜑(𝑥)的定义，有

𝐻(𝑥, 𝑞, 𝜑(𝑥)) ≤ 0, ∀𝑞 ∈ 𝜕𝑐𝜑(𝑥).

从而

𝜑(𝛾(𝑡)) − 𝜑(𝛾(0)) = ∫
𝑡

0

𝑑
𝑑𝑠𝜑(𝛾(𝑠))𝑑𝑠 = ∫

𝑡

0
𝑞(𝑠) ⋅ ̇𝛾(𝑠)𝑑𝑠

≤ ∫
𝑡

0
[𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝜑(𝛾(𝑠))) + 𝐻(𝛾(𝑠), 𝑞(𝑠), 𝜑(𝛾(𝑠)))]𝑑𝑠

≤ ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝜑(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠,

故 𝜑 ≺ 𝐿. ∎

引理 B.2 如果 𝜑 ≺ 𝐿，那么对于每个 𝑡 ≥ 0，有 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝜑 ≥ 𝑇 +

𝑡 𝜑. 此外，如果存在 𝜖0 > 0使
得对几乎处处的 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) + 𝜖0 ≤ 0.

那么

𝑇 +
𝑡 𝜑 < 𝜑 < 𝑇 −

𝑡 𝜑.

证明 这里我们只证明 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝜑对所有 𝑡 ≥ 0成立，𝑇 +

𝑡 𝜑 ≤ 𝜑的证明是类似的。我们假设存
在 𝑥0 ∈ 𝑀 使得 𝜑(𝑥0) > 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥0). 令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑇 −
𝑡 𝜑满足 𝛾(𝑡) = 𝑥0 的极小曲线，即

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑇 −

𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)))𝑑𝜏. (B.1)

令 𝐹 (𝜏) ∶= 𝜑(𝛾(𝜏)) − 𝑇 −
𝜏 𝜑(𝛾(𝜏)). 由于 𝐹 (𝑡) > 0并且 𝐹 (0) = 0，存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡)使得 𝐹 (𝑠0) = 0

并且 𝐹 (𝑠) > 0对所有 𝑠 ∈ (𝑠0, 𝑡]成立。因此

𝐹 (𝑠) ≤ 𝜆 ∫
𝑠

𝑠0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,
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利用 Gronwall不等式，𝐹 (𝑠) ≤ 0对所有 𝑠 ∈ (𝑠0, 𝑡]成立。这与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。
接下来，我们假设存在 𝜖0 > 0使得对于几乎处处的 𝑥 ∈ 𝑀，有

𝐻(𝑥, 𝐷𝑢, 𝑢) + 𝜖0 ≤ 0.

我们记

�̃�(𝑥, �̇�, 𝑢) ∶= 𝐿(𝑥, �̇�, 𝑢) − 𝜖0,

并且令 ̃𝑇 −
𝑡 是 �̃�对应的解半群。利用上面的讨论，可以得到 ̃𝑇 −

𝑡 𝜑 ≥ 𝜑以及 ̃𝑇 +
𝑡 𝜑 ≤ 𝜑. 注意到

�̃� < 𝐿. 与 [59]命题 3.1相类似地，可以得到 ̃𝑇 −
𝑡 𝜑 < 𝑇 −

𝑡 𝜑以及 ̃𝑇 +
𝑡 𝜑 > 𝑇 +

𝑡 𝜑对所有 𝑡 > 0成
立。因此 𝑇 −

𝑡 𝜑 > 𝜑并且 𝑇 +
𝑡 𝜑 < 𝜑对所有 𝑡 > 0成立。 ∎

引理 B.3 如果对于所有 𝑡 > 0，有 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝜑，那么 𝜑是方程 (1.2)的一个 Lipschitz连续的粘

性下解。

证明 固定 𝑇 > 0，由假设我们有 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≥ 𝜑对所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]成立。由第 2章，存在仅依赖于

𝑇 和 ‖𝐷𝜑‖∞ 的常数 𝑅0 > 0使得 ‖𝐷𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)‖∞ ≤ 𝑅0. 令 max{𝑅, ‖𝐷𝜑‖∞}. 我们做修正

𝐻𝑅(𝑥, 𝑢, 𝑝) ∶= 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑝) + max{‖𝑝‖2 − 𝑅2, 0}.

那么 𝑇 −
𝑡 𝜑也是 (2.1)中 𝐻 替换为 𝐻𝑅 的粘性解。可以证明对应于 𝐻𝑅 的 Lagrange函数 𝐿𝑅

是连续的。根据 (2.1)粘性解的唯一性，有 𝑇 −
𝑡 𝜑 = 𝑇 𝑅

𝑡 𝜑，其中 𝑇 𝑅
𝑡 𝜑由 (2.2)定义，并且 𝐿替

换成 𝐿𝑅.
令 𝜑在 𝑥 ∈ 𝑀 处可微。对于每个 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀，存在一条 𝐶1 曲线 𝛾 ∶ [0, 𝑇 ] → 𝑀 满足

𝛾(0) = 𝑥以及 ̇𝛾(0) = 𝑣. 由假设对于所有 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]，有

𝜑(𝛾(𝑡)) ≤ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝛾(𝑡)) = 𝑇 𝑅

𝑡 𝜑(𝛾(𝑡)) ≤ 𝜑(𝑥) + ∫
𝑡

0
𝐿𝑅(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑇 𝑅

𝑠 𝜑(𝛾(𝑠)))𝑑𝑠.

两边除以 𝑡再令 𝑡趋于零，利用 𝛾，𝐿𝑅 和 𝑇 𝑅
𝑡 𝜑(𝑥)的连续性，有

𝐷𝜑(𝑥) ⋅ 𝑣 ≤ 𝐿𝑅(𝑥, 𝑣, 𝜑(𝑥)).

由于 𝑣是任意的，我们得到

𝐻𝑅(𝑥, 𝐷𝜑(𝑥), 𝜑(𝑥)) = sup
𝑣∈𝑇𝑥𝑀 [𝐷𝜑(𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝐿𝑅(𝑥, 𝑣, 𝜑(𝑥))] ≤ 0.

因此，𝜑是下面方程的 Lipschitz连续的粘性下解

𝐻𝑅(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝑢(𝑥)) = 0.

由𝐻𝑅 的定义，𝜑也是方程 (1.2)的 Lipschitz连续的粘性下解。 ∎

104



附录 C Lipschitz估计

C.1 解半群的 Lipschitz估计
在本小节，我们将要证明下面方程的粘性解 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)的局部 Lipschitz连续性

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)) + 𝜆(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞).

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑀,

其中 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀). 我们假设 𝐻(𝑥, 𝑝)是连续的，并且满足 4.1.1小节的条件 (⋆). 那么相应的
Lagrange函数 𝐿(𝑥, �̇�)满足

• 𝐿(𝑥, �̇�)和 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�)都是连续的。

• 对于所有 𝑥 ∈ 𝑀，𝐿(𝑥, �̇�)关于 �̇�是凸的。

• 存在一个超线性增长的函数 𝜃1(𝑟)使得𝐿(𝑥, �̇�) ≥ 𝜃1(‖�̇�‖). 此外，定义 𝜃2(𝑟) ∶= max𝑥∈𝑀,‖�̇�‖≤𝑟 𝐿(𝑥, �̇�)，
我们有 𝐿(𝑥, �̇�) ≤ 𝜃2(‖�̇�‖).

引理 C.1 令

𝑓(𝜀) ∶= 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀) ⋅ �̇�
1 + 𝜀 − 𝐿(𝑥, �̇�

1 + 𝜀),

那么如下性质成立

(1) 函数 𝑓(𝜀)对于 𝜀 > −1是单调递减的。特别地，我们有 𝑓(𝜀) ≥ 𝑓(+∞) = −𝐿(𝑥, 0) ≥
−𝜃2(0).

(2) 如果 𝜀1, 𝜀2 > −1，那么

𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) ≤ (𝜅 + 1)−1𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀1

) + 𝜅(𝜅 + 1)−1𝜃2(0)

并且

𝑓(𝜀2) ≤ 𝜅−1𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀1

) − (𝜅−1 + 1)𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

),

其中 𝜅 ∶= (𝜀2 − 𝜀1)/(1 + 𝜀1) > 0.

证明 证明与 [62]引理 5类似。
(1)令 𝜀2 > 𝜀1 > −1，由 𝐿的凸性有

𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) ≥ 𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀1

) + 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) ⋅ ( �̇�

1 + 𝜀2
− �̇�

1 + 𝜀1
),
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其中 �̇�/(1 + 𝜀1)和 �̇�/(1 + 𝜀2)属于线性空间 𝑇𝑥𝑀 . 从而

𝑓(𝜀1) − 𝑓(𝜀2) ≥ 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) ⋅ �̇�

1 + 𝜀1
− 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) ⋅ �̇�
1 + 𝜀2

+ 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) ⋅ ( �̇�

1 + 𝜀2
− �̇�

1 + 𝜀1
)

= 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) ⋅ �̇�

1 + 𝜀2
− 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) ⋅ �̇�
1 + 𝜀2

= (𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) − 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

))( �̇�
1 + 𝜀1

− �̇�
1 + 𝜀2

)( 1
1 + 𝜀1

− 1
1 + 𝜀2

)−1 1
1 + 𝜀1

≥ 0.

(2)由于 𝐿的凸性，有

𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀1

) ≥ 𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) + 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
) ⋅ ( �̇�

1 + 𝜀1
− �̇�

1 + 𝜀2
)

= 𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) + 𝜅 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
) ⋅ �̇�

1 + 𝜀2
.

由陈述 (1)有
𝐿(𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) − (𝜅 + 1)𝐿(𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
)

≥ 𝜅(−𝐿(𝑥, �̇�
1 + 𝜀2

) + 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
) ⋅ �̇�

1 + 𝜀2
) ≥ −𝜅𝜃2(0),

得到第一个结论。此外

𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
) ⋅ �̇�

1 + 𝜀2
) ≤ 𝜅−1(𝐿(𝑥, �̇�

1 + 𝜀1
) − 𝐿(𝑥, �̇�

1 + 𝜀2
)),

得到第二个结论。 ∎

引理 C.2 (Erdmann条件). 对于所有 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀 × (0, +∞)，令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的极

小曲线。记 𝑇 −
𝑠 𝜑(𝛾(𝑠)) ∶= 𝑢1(𝑠)，其中 𝑠 ∈ [0, 𝑡]并且

𝐸0(𝑠) ∶= 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ⋅ ̇𝛾(𝑠) − 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)),

那么

𝐸(𝑠) ∶= 𝑒∫𝑡
0 𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟[𝐸0(𝑠) + 𝜆(𝛾(𝑠))𝑢1(𝑠)]

满足 ̇𝐸(𝑠) = 0在 [0, 𝑡]上几乎处处成立。

证明 证明与 [63]定理 2.2类似，对于自治情形，也可以参考 [62]的引理 6.
Step 1：重参数化. 令 𝛼 ∶ [0, 𝑡] → [1/2, 3/2]是一可测函数，满足 ∫𝑡

0 𝛼(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑡. 我们把这类
函数组成的集合记为 𝛺. 定义 𝜏(𝑠) ∶= ∫𝑠

0 𝛼(𝑟)𝑑𝑟. 那么 𝜏(𝑠) 是 [0, 𝑡] 到自身的双向 Lipschitz
连续函数。函数 𝜏 的逆满足 𝑠′(𝜏) = (𝛼(𝑠(𝜏)))−1 对 a.e. 𝜏 ∈ [0, 𝑡] 成立。定义绝对连续曲线
𝜂 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 为 𝜂(𝜏) ∶= 𝛾(𝑠(𝜏))，那么 ̇𝜂(𝜏) = ̇𝛾(𝑠(𝜏))/𝛼(𝑠(𝜏)). 显然 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ∈ 𝐿1[0, 𝑡].
Step 1.1. 现在我们证明存在可测函数 𝛿(𝑠)使得对于几乎处处的 𝑠 ∈ [0, 𝑡]，如果 |𝛼(𝑠) − 1| ≤
𝛿(𝑠)，那么 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)/𝛼(𝑠))𝛼(𝑠) ∈ 𝐿1[0, 𝑡]. 我们记这样的函数 𝛼(𝑠)构成的集合为 𝛺0. 证明与
[63]定理 2.2的证明 step II类似。对于 𝛼 ∈ [1/2, 3/2]，定义

𝛷1(𝑠, 𝛼) ∶= 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)/𝛼)𝛼 − 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)).
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对于几乎所有的 𝑠，由 𝐿关于 �̇�的连续性，存在 𝛿1(𝑠) ∈ (0, 1/2]使得

−1 ≤ 𝛷1(𝑠, 𝛼) − 𝛷1(𝑠, 1) ≤ 1, ∀𝛼 ∈ [1 − 𝛿1(𝑠), 1 + 𝛿1(𝑠)].

定义集值映射 𝐺 ∶ [0, 𝑡] ⇉ ℝ为

[0, 𝑡] ∋ 𝑠 ↦ 𝐺(𝑠) = {𝛿 > 0 ∶ 𝛷1(𝑠, [1 − 𝛿, 1 + 𝛿]) ⊂ 𝛷1(𝑠, 1) + [−1, 1]},

由于 𝛿1(𝑠)的存在，映射的值是非空的。对于每个 𝑘 ∈ ℕ，定义集值映射 𝐺𝑘 ∶ [0, 𝑡] ⇉ ℝ为

dom(𝐺𝑘) ∋ 𝑠 ↦ 𝐺𝑘(𝑠) = {𝛿 > 1/𝑘 ∶ 𝛷1(𝑠, [1 − 𝛿, 1 + 𝛿]) ⊂ 𝛷1(𝑠, 1) + [−1, 1]}.

利用可测选择定理，对每个 𝑘，存在一个可测的选择 𝑔𝑘 ∶ dom(𝐺𝑘) → ℝ使得 𝑔𝑘(𝑠) ∈ 𝐺𝑘(𝑠)
对所有 𝑠 ∈ [0, 𝑡] ∩ dom(𝐺𝑘)成立。注意到我们可以假设序列 𝑔𝑘 在 𝑘 → +∞时是非减的，并
且收敛于 𝐺的一个可测选择 𝑔. 因此，我们可以假设 𝛿(⋅)是可测的，并且 𝛿(𝑠) > 0对几乎所
有的 𝑠 ∈ [0, 𝑡]成立。
Step 1.2. 对于 𝛼(𝑠) ∈ 𝛺0，由 Step 1.1，𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)/𝛼(𝑠))𝛼(𝑠) ∈ 𝐿1[0, 𝑡]，因此下面的初值问题

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝑢𝛼(𝑠) = [𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)/𝛼(𝑠)) − 𝜆(𝛾(𝑠))𝑢𝛼(𝑠)]𝛼(𝑠), 𝑎.𝑒. 𝑠 ∈ [0, 𝑡],

𝑢𝛼(0) = 𝜑(𝛾(0)).

存在绝对连续的解。由 𝜆(𝑥)的有界性，以及 [63]命题 A.1，解是唯一的。显然 𝑢𝜂(𝜏) = 𝑢𝛼(𝑠)，
其中 𝑢𝜂(𝜏)满足

⎧⎪
⎨
⎪⎩

̇𝑢𝜂(𝜏) = 𝐿(𝜂(𝜏), ̇𝜂(𝜏)) − 𝜆(𝜂(𝜏))𝑢𝜂(𝜏), 𝑎.𝑒. 𝜏 ∈ [0, 𝑡],

𝑢𝜂(0) = 𝜑(𝜂(0)).

注意到 𝑇 −
𝑠 𝜑(𝛾(𝑠)) = 𝑢1(𝑠).

Step 1.3. 现在我们证明对于所有 𝛼 ∈ 𝛺0，𝑢1(𝑡) ≤ 𝑢𝛼(𝑡). 若不然，假设

𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = 𝑢1(𝑡) > 𝑢𝛼(𝑡) = 𝑢𝜂(𝑡).

定义

𝐹 (𝜏) ∶= 𝑇 −
𝜏 𝜑(𝜂(𝜏)) − 𝑢𝜂(𝜏), 𝜏 ∈ (0, 𝑡].

那么 𝐹 (0) = 0并且 𝐹 (𝑡) > 0. 由连续性，存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡]使得 𝐹 (𝑠0) = 0并且 𝐹 (𝜏) > 0对所有
𝜏 ∈ (𝑠0, 𝑡]成立。由定义

𝑇 −
𝜎 𝜑(𝜂(𝜎)) ≤ 𝑇 −

𝑠0
𝜑(𝜂(𝑠0)) + ∫

𝜎

𝑠0
[𝐿(𝜂(𝜏), ̇𝜂(𝜏)) − 𝜆(𝜂(𝜏))𝑇 −

𝜏 𝜑(𝜂(𝜏))]𝑑𝜏,

并且

𝑢𝜂(𝜎) = 𝑢𝜂(𝑠0) + ∫
𝜎

𝑠0
[𝐿(𝜂(𝜏), ̇𝜂(𝜏)) − 𝜆(𝜂(𝜏))𝑢𝜂(𝜏)]𝑑𝜏.

利用 Gronwall不等式得到
𝐹 (𝜎) ≤ 𝜆 ∫

𝜎

𝑠0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜏,

从而 𝐹 (𝑡) = 0. 这与 𝐹 (𝑡) > 0矛盾。
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Step 2. 变分计算. 定义泛函 𝛬 ∶ 𝛺0 → ℝ为 𝛬(𝛼) ∶= 𝑢𝛼(𝑡)，那么根据 Step 1.3，𝛬在 𝛼 = 1处
取得极小值。对于 0 ≠ 𝛽 ∈ 𝐿∞[0, 𝑡]满足 1 + 𝛽 ∈ 𝛺0，有 1 + 𝜀𝛽 ∈ 𝛺0对所有 |𝜀| ≤ 1成立。现
在我们说明导数 𝑑

𝑑𝜀 |𝜀=0𝛬(1 + 𝜀𝛽)存在，并且等于零。
Step 2.1. 对于所有 𝛼(𝑠) ∈ 𝛺0 和几乎处处的 𝑠 ∈ [0, 𝑡]，有

̇𝑢𝛼 − ̇𝑢1 = [𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢𝛼]𝛼 − [𝐿(𝛾, ̇𝛾) − 𝜆(𝛾)𝑢1]

= [𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢𝛼]𝛼 − [𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢1]𝛼

+ [𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢1]𝛼 − [𝐿(𝛾, ̇𝛾) − 𝜆(𝛾)𝑢1]

= −𝜆(𝛾)𝛼(𝑢𝛼 − 𝑢1) + [𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢1]𝛼 − [𝐿(𝛾, ̇𝛾) − 𝜆(𝛾)𝑢1],

(C.1)

求解 (C.1)得到

𝑢𝛼(𝑠) − 𝑢1(𝑠) = ∫
𝑠

0
𝑒∫𝑠

𝜎 −𝜆(𝛾(𝑟))𝛼(𝑟)𝑑𝑟
{[𝐿(𝛾, ̇𝛾/𝛼) − 𝜆(𝛾)𝑢1]𝛼 − [𝐿(𝛾, ̇𝛾) − 𝜆(𝛾)𝑢1]}𝑑𝜎.

从而对于 𝜀 > 0，有

0 ≤ 𝛬(1 + 𝜀𝛽) − 𝛬(1)
𝜀 = ∫

𝑡

0
𝑒∫𝑡

𝑠 −𝜆(𝛾(𝑟))(1+𝜀𝛽)(𝑟)𝑑𝑟𝜆𝜀(𝑠)𝑑𝑠,

其中
𝜆𝜀(𝑠) ∶= 1

𝜀{[𝐿(𝛾, ̇𝛾/(1 + 𝜀𝛽)) − 𝜆(𝛾)𝑢1](1 + 𝜀𝛽) − [𝐿(𝛾, ̇𝛾) − 𝜆(𝛾)𝑢1]}

= [𝐿(𝛾, ̇𝛾/(1 + 𝜀𝛽)) − 𝜆(𝛾)𝑢1]𝛽 + 1
𝜀{𝐿(𝛾, ̇𝛾/(1 + 𝜀𝛽)) − 𝐿(𝛾, ̇𝛾)}.

Step 2.2. 现在我们证明

0 = 𝑑
𝑑𝜀|𝜀=0

𝛬(1 + 𝜀𝛽) = − ∫
𝑡

0
𝑒∫𝑡

𝑠 −𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟[𝐸0(𝑠) + 𝜆(𝛾(𝑠))𝑢1(𝑠)]𝛽𝑑𝑠. (C.2)

令

𝑙𝜀(𝑠) ∶= 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾, ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 ) ⋅ ̇𝛾
1 + 𝜀𝛽 − 𝐿(𝛾, ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 ) + 𝜆(𝛾)𝑢1.

由引理 C.1 (1)，𝑙𝜀 ≥ −𝜃2(0) − 𝜆0‖𝑇 −
𝑡 𝜑‖∞. 由 𝐿的凸性，有

𝐿(𝛾, ̇𝛾
1 + 𝜀𝛽 ) − 𝐿(𝛾, ̇𝛾) ≤ 𝜕𝐿

𝜕�̇� (𝛾, ̇𝛾
1 + 𝜀𝛽 ) ⋅ ( ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 − ̇𝛾) = −𝜀𝛽 𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾, ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 ) ⋅ ̇𝛾
1 + 𝜀𝛽 .

从而

𝜆𝜀(𝑠) ≤ −𝛽(𝑠) (
𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾, ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 ) ⋅ ̇𝛾
1 + 𝜀𝛽 − 𝐿(𝛾, ̇𝛾

1 + 𝜀𝛽 ) + 𝜆(𝛾)𝑢1) ≤ −𝛽(𝑠)𝑙𝜀(𝑠). (C.3)

令 𝜀 ∈ [0, 1]，我们把 𝜆𝜀和 𝑙𝜀记为 𝜆𝛽
𝜀 和 𝑙𝛽

𝜀 . 记 𝛽+和 𝛽−为 𝛽的正部和负部，那么 𝛽 = 𝛽+ − 𝛽−

并且 𝛽± ≥ 0. 由 (C.3)有
𝜆𝜀(𝑠) + 𝛽+(𝑠)𝑙𝛽

𝜀 (𝑠) ≤ 𝛽−(𝑠)𝑙𝛽
𝜀 (𝑠).

注意到 𝛽+(𝑠)𝑙𝛽
𝜀 (𝑠) = 𝛽+(𝑠)𝑙𝛽+

𝜀 (𝑠)以及 𝛽−(𝑠)𝑙𝛽
𝜀 (𝑠) = 𝛽−(𝑠)𝑙𝛽−

𝜀 (𝑠)，那么

𝜆𝜀(𝑠) + 𝛽+(𝑠)𝑙𝛽+

𝜀 (𝑠) ≤ 𝛽−(𝑠)𝑙𝛽−

𝜀 (𝑠). (C.4)

由引理 C.1 (1)
𝛽−(𝑠)𝑙𝛽−

−𝜀(𝑠) ≤ 𝛽−(𝑠)𝑙𝛽−

−1(𝑠), ∀𝜀 ∈ (0, 1).
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由引理 C.1 (2)

𝛽−𝑙𝛽−

−𝜀 = 𝛽−
(

𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾, ̇𝛾

1 − 𝜀𝛽− ) ⋅ ̇𝛾
1 − 𝜀𝛽− − 𝐿(𝛾, ̇𝛾

1 − 𝜀𝛽− ) + 𝜆(𝛾)𝑢1)

≤ (𝜅𝛽−

𝜀 )−1𝐿(𝛾, ̇𝛾
1 − 𝛽− ) − ((𝜅𝛽−

𝜀 )−1 + 𝛽−)𝐿(𝛾, ̇𝛾
1 − 𝜀𝛽− ) + 𝛽−𝜆(𝛾)𝑢1,

其中 (𝜅𝛽−

𝜀 )−1 = (1 − 𝛽−)/(1 − 𝜀). 既然 1 − 𝜀𝛽 ∈ 𝛺0对所有 𝜀 ∈ [0, 1]成立，并且 𝑙𝛽−

−𝜀有下界，我

们得到 𝛽−𝑙𝛽−

−𝜀 ∈ 𝐿1[0, 𝑡]对所有 𝜀 ∈ (0, 1]成立。因此，将 (C.4)积分，由 Lebesgue控制收敛
定理，得到

0 ≤ ∫
𝑡

0
𝑒∫𝑡

𝑠 −𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟𝑙0(𝑠)𝛽+(𝑠)𝑑𝑠 ≤ ∫
𝑡

0
𝑒∫𝑡

𝑠 −𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟𝑙0(𝑠)𝛽−(𝑠)𝑑𝑠,

从而对任意 𝛽，有

∫
𝑡

0
𝑒∫𝑡

𝑠 −𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟𝑙0(𝑠)𝛽(𝑠)𝑑𝑠 = 0,

即 (C.2)成立。
Step 3. Erdmann条件. 注意到 𝜇(𝑠) ∶= ∫𝑠

0 𝛽(𝑟)𝑑𝑟给出了 𝛺0 和下面集合之间的一一对应

𝛺1 ∶= {𝜇 ∶ [0, 𝑡] → ℝ ∶ 𝜇 is Lischitz continuous with 𝜇(0) = 𝜇(𝑡) = 0, 𝜇′ ∈ 𝛺0}.

因此根据 (C.2)有

0 = 𝑒∫𝑡
0 −𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟

∫
𝑡

0
𝐸(𝑠)𝜇′(𝑠)𝑑𝑠, ∀𝜇 ∈ 𝛺1.

由于 𝐸(𝑠) = 𝑒∫𝑠
0 𝜆(𝛾(𝑟))𝑑𝑟𝑙0(𝑠) ∈ 𝐿1[0, 𝑡]，根据 du Bois-Reymond引理 ([63]定理 2.1)，有 ̇𝐸(𝑠) = 0

对几乎处处的 𝑠 ∈ [0, 𝑡]成立。 ∎

定理 C.1 给定两个正数 𝛿 和 𝑇 满足 𝛿 < 𝑇 . 对于任意 𝜑 ∈ 𝐶(𝑀)和 𝑡 ∈ [𝛿, 𝑇 ]，𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的

Lipschitz常数仅依赖于 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 .

证明 Step 1. 极小曲线的Lipschitz估计. 给定 (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑀×[𝛿, 𝑇 ]. 接下来我们记 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀
是 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)的一条极小曲线。我们要对 𝛾 做 Lipschitz估计。证明与 [63]定理 2.4类似，对于
自治情形也可以参考 [62]命题 2. 注意到 𝑇 −

𝑡 (−‖𝜑‖∞) ≤ 𝑇 −
𝑡 𝜑 ≤ 𝑇 −

𝑡 ‖𝜑‖∞，𝑇 −
𝑡 𝜑的界 𝐾 只依

赖于 ‖𝜑‖∞ 和 𝑇 . 从而

𝐾 ≥ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝛾(0)) + ∫

𝑡

0
[𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) − 𝜆(𝛾(𝑠))𝑇 −

𝑠 𝜑(𝛾(𝑠))]𝑑𝑠

≥ −‖𝜑‖∞ − 𝜆0𝐾𝑇 + ∫
𝑡

0
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))𝑑𝑠.

由 𝐿的超线性增长性质，存在常数 𝐷使得 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ≥ ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ + 𝐷，从而

𝐾 + (𝜆0𝐾 + |𝐷|)𝑇 + ‖𝜑‖∞ ≥ ∫
𝑡

0
‖ ̇𝛾(𝑠)‖𝑑𝑠.

因此，存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡]使得 ‖ ̇𝛾(𝑠0)‖的界仅与 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 有关。既然 ̇𝐸(𝑠) = 0，有

𝐸0(𝑠) ≤ 𝑒𝜆𝑇 (|𝐸0(𝑠0)| + 𝜆0𝐾) + 𝜆0𝐾 ∶= 𝐹1.
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根据 𝐿的凸性，有

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)
1 + ‖ ̇𝛾(𝑠)‖) − 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ≥ ( 1

1 + ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ − 1)𝜕𝐿
𝜕�̇� (𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ⋅ ̇𝛾(𝑠)

≥ ( 1
1 + ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ − 1)(𝐹1 + 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠))).

我们记 𝐾3 是 𝐿(𝑥, �̇�)在 ‖�̇�‖ ≤ 1时的界，那么有

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) ≤ 𝐾3 + (𝐹1 + 𝐾3)‖ ̇𝛾(𝑠)‖.

由 𝐿的超线性增长性质，‖ ̇𝛾(𝑠)‖的界仅依赖于 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 .

Step 2. (𝑥, 𝑡) ↦ 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的 Lipschitz估计. 我们首先证明 𝑢(𝑥, 𝑡) ∶= 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)关于 𝑥是 Lipschitz
连续的。对任意 𝑟 > 0满足 2𝑟 < 𝛿，给定 (𝑥0, 𝑡) ∈ 𝑀 × [𝛿, 𝑇 ]和 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟)，记 𝑑0 ∶=
𝑑(𝑥, 𝑥′) ≤ 2𝑟 < 𝛿是 𝑥和 𝑥′ 之间的距离，有

𝑢(𝑥′, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ ∫
𝑡

𝑡−𝑑0
[𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠)) − 𝜆(𝛼(𝑠))𝑢(𝛼(𝑠), 𝑠)]𝑑𝑠

− ∫
𝑡

𝑡−𝑑0
[𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) − 𝜆(𝛾(𝑠))𝑢(𝛾(𝑠), 𝑠)]𝑑𝑠,

其中 𝛾(𝑠) 是 𝑢(𝑥, 𝑡) 的极小曲线，并且 𝛼 ∶ [𝑡 − 𝑑0, 𝑡] → 𝑀 是满足 𝛼(𝑡 − 𝑑0) = 𝛾(𝑡 − 𝑑0) 和
𝛼(𝑡) = 𝑥′ 的常速测地线。根据 Step 1，‖ ̇𝛾(𝑠)‖的界仅依赖于 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 . 由于

‖�̇�(𝑠)‖ ≤ 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0), 𝑥′)
𝑑0

≤ 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0), 𝑥)
𝑑0

+ 1,

以及 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝑑0), 𝑥) ≤ ∫𝑡
𝑡−𝑑0

‖ ̇𝛾(𝑠)‖𝑑𝑠，‖�̇�(𝑠)‖的界也仅与 ‖𝜑‖∞，𝛿 和 𝑇 有关。交换 (𝑥, 𝑡)和
(𝑥′, 𝑡)，我们得到 |𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥′, 𝑡)| ≤ 𝐽1𝑑(𝑥, 𝑥′)，其中 𝐽1 仅与 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 有关。由𝑀 的

紧性，我们得到对于 𝑡 ∈ [𝛿, 𝑇 ]，函数 𝑢(⋅, 𝑡)在𝑀 上 Lipschitz连续。
接着我们证明 𝑢(𝑥, 𝑡) 关于 𝑡 是局部 Lipschitz 的。给定 𝑡 和 𝑡′ 满足 𝛿 ≤ 𝑡 < 𝑡′ ≤ 𝑇 . 令

𝛾 ∶ [0, 𝑡′] → 𝑀 是 𝑢(𝑥, 𝑡′)的极小曲线，那么

𝑢(𝑥, 𝑡′) − 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝛾(𝑡), 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) + ∫
𝑡′

𝑡
[𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠)) − 𝜆(𝛾(𝑠))𝑢(𝛾(𝑠), 𝑠)]𝑑𝑠,

其中 ‖ ̇𝛾(𝑠)‖的界仅依赖于 ‖𝜑‖∞，𝛿和 𝑇 . 我们已经证明了对于 𝑡 ≥ 𝛿，有下面结论

𝑢(𝛾(𝑡), 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐽1𝑑(𝛾(𝑡), 𝑥) ≤ 𝐽1 ∫
𝑡′

𝑡
‖ ̇𝛾(𝑠)‖𝑑𝑠 ≤ 𝐽2(𝑡′ − 𝑡).

因此 𝑢(𝑥, 𝑡′) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐽3(𝑡′ − 𝑡)，其中 𝐽3 depends only on ‖𝜑‖∞, 𝛿 and 𝑇 . 情形 𝑡′ < 𝑡是类似
的。从而 𝑢(𝑥, ⋅)在 [𝛿, 𝑇 ]上是 Lipschitz连续的。 ∎

推论 C.1 如果 𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)的界与 𝑡无关，那么函数族 {𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥)}𝑡≥1 是等度 Lipschitz连续的。

证明 令 ‖𝑇 −
𝑡 𝜑(𝑥)‖∞ ≤ 𝐾 对所有 𝑡 ≥ 0 成立，这里界 𝐾 与 𝑡 无关。注意到 𝑇 −

𝑡 𝜑(𝑥) = 𝑇 −
1 ∘

𝑇 −
𝑡−1𝜑(𝑥). 在定理 C.1中取 𝛿 = 1/2以及 𝑇 = 1，那么 𝑇 −

1 ∘ 𝑇 −
𝑡−1𝜑(𝑥)的 Lipschitz常数仅依赖于

𝐾，因此与 𝑡无关。 ∎

注 C.1 容易验证，本节的证明在 𝜆(𝑥)𝑢这一项被替换成 𝐹 (𝑥, 𝑢)时依然成立，其中

• 𝐹 (𝑥, 𝑢)和 𝜕𝐹
𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢)是连续的。

• 存在常数 𝛩 > 0使得 | 𝜕𝐹
𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢)| ≤ 𝛩.
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C.2 作用量函数的 Lipschitz估计
在本节，我们假设性质 1.6-1.8 以及 4.1 成立。给定 𝑎, 𝑏, 𝛿, 𝑇 ∈ ℝ 满足 𝑎 < 𝑏 以及

0 < 𝛿 < 𝑇，定义
𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 ∶= 𝑀 × [𝑎, 𝑏] × 𝑀 × [𝛿, 𝑇 ].

由引理 4.9，已知由 (4.25)定义的 𝑐1 和 𝑐2 是有限数。

引理 C.3 令 𝑐1 和 𝑐2 由 (4.25)定义，存在常数 𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 > 0使得

|ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 , ∀(𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 , ∀𝑐 ∈ (𝑐1, 𝑐2),

这里 𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 仅依赖于 𝑎, 𝑏, 𝛿和 𝑇 .

证明 令

𝑘 = diam(M)
𝛿 , 𝐴 = sup

‖�̇�‖≤𝑘
𝐿(𝑥, �̇�, 0), 𝐵 = inf

(𝑥,�̇�)∈𝑇 𝑀
𝐿(𝑥, �̇�, 0).

下方有界. 给定 (𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇，令 𝛾 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀 是 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) 的极小曲线，并且
𝑢𝑐(𝑠) = ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝛾(𝑠), 𝑠)，其中 𝑠 ∈ [0, 𝑡]. 那么 𝑢𝑐(𝑡) = ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡). 我们需要说明 𝑢𝑐(𝑡)下方有界，界

仅依赖于 𝑎, 𝑏, 𝛿和 𝑇。有如下三种情况：

(i) 𝑢𝑐(𝑡) > 0. 显然此时 𝑢𝑐(𝑡)的下界为 0；

(ii) 𝑢𝑐(𝑠) < 0, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡];

(iii) 存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡]使得 𝑢𝑐(𝑠0) = 0并且 𝑢𝑐(𝑠) ≤ 0, ∀𝑠 ∈ [𝑠0, 𝑡].

情形 (ii)：注意到 𝑢𝑐 满足

̇𝑢𝑐(𝑠) = 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) + 𝑐

≥ 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 0) + 𝜆𝑢𝑐(𝑠) + 𝑐 ≥ 𝐵 + 𝜆𝑢𝑐(𝑠) + 𝑐1, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡]

并且 𝑢𝑐(0) = 𝑢0 ∈ [𝑎, 𝑏]. 考虑 𝑤1(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

�̇�1(𝑠) = 𝐵 + 𝜆𝑤1(𝑠) + 𝑐1, 𝑤1(0) = 𝑢0.

那么 𝑤1(𝑠) = 𝑢0𝑒𝜆𝑠 + 𝐵+𝑐1
𝜆 (𝑒𝜆𝑠 − 1). 利用常微分方程比较定理，有

𝑢𝑐(𝑡) ≥ 𝑤1(𝑡) = 𝑢0𝑒𝜆𝑡 + 𝐵 + 𝑐1
𝜆 (𝑒𝜆𝑡 − 1) ≥ −|𝑎|𝑒𝜆𝑇 − |𝐵 + 𝑐1|

𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1).

情形 (iii)：在这种情况下， ̇𝑢𝑐(𝑠) ≥ 𝐵 + 𝜆𝑢𝑐(𝑠) + 𝑐1对 𝑠 ∈ [𝑠0, 𝑡]成立，并且 𝑢𝑐(𝑠0) = 0. 令
𝑤2(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

�̇�2(𝑠) = 𝐵 + 𝜆𝑤2(𝑠) + 𝑐1, 𝑤2(𝑠0) = 0.

那么 𝑤2(𝑠) = 𝐵+𝑐1
𝜆 (𝑒𝜆(𝑠−𝑠0) − 1). 因此

𝑢𝑐(𝑡) ≥ 𝑤2(𝑡) = 𝐵 + 𝑐1
𝜆 (𝑒𝜆(𝑡−𝑠0) − 1) ≥ −|𝐵 + 𝑐1|

𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1) .
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最终我们得到

ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) ≥ −|𝑎|𝑒𝜆𝑇 − |𝐵 + 𝑐1|
𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1).

上方有界. 给定 (𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇，令 𝛼 ∶ [0, 𝑡] → 𝑀是连接 𝑥0和 𝑥的测地线，具有速
度 ‖�̇�‖ = 𝑑(𝑥0, 𝑥)/𝑡 ≤ diam(𝑀)/𝛿 = 𝑘. 令 𝑣𝑐(𝑠) = ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝛼(𝑠), 𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑡]. 那么 𝑣𝑐(𝑡) = ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)

并且 𝑣𝑐(0) = 𝑢0. 注意到

𝑣𝑐(𝑠2) − 𝑣𝑐(𝑠1) ≤ ∫
𝑠2

𝑠1
(𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣𝑐(𝑠)) + 𝑐)𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠2 ≤ 𝑡.

因此

̇𝑣𝑐(𝑠) ≤ 𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑣𝑐(𝑠)) + 𝑐 ≤ 𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 0) + 𝜆|𝑣𝑐(𝑠)| + 𝑐2.

我们需要说明 𝑣𝑐(𝑡)具有上界，界仅依赖于 𝑎, 𝑏, 𝛿和 𝑇 . 有如下三种情况：

(1) 𝑣𝑐(𝑡) < 0. 在这种情况下，𝑣𝑐(𝑡)的上界是 0;

(2) 𝑣𝑐(𝑠) > 0, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡];

(3) 存在 𝑠′ ∈ [0, 𝑡]使得 𝑣𝑐(𝑠′) = 0并且 𝑣𝑐(𝑠) ≥ 0, ∀𝑠 ∈ [𝑠′, 𝑡].

情形 (2)：既然 𝑣𝑐 > 0对所有 𝑠 ∈ [0, 𝑡]成立，有

̇𝑣𝑐(𝑠) ≤ 𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 0) + 𝜆|𝑣𝑐(𝑠)| + 𝑐2 ≤ 𝐴 + 𝜆𝑣𝑐(𝑠) + 𝑐2,

并且 𝑣𝑐(0) = 𝑢0. 令 𝑤3(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

�̇�3(𝑠) = 𝐴 + 𝜆𝑤3(𝑠) + 𝑐2, 𝑤3(0) = 𝑢0.

那么 𝑤3(𝑠) = 𝑢0𝑒𝜆𝑠 + 𝐴+𝑐2
𝜆 (𝑒𝜆𝑠 − 1). 因此

𝑣𝑐(𝑡) ≤ 𝑤3(𝑡) = 𝑢0𝑒𝜆𝑡 + 𝐴 + 𝑐2
𝜆 (𝑒𝜆𝑡 − 1) ≤ |𝑏|𝑒𝜆𝑇 + |𝐴 + 𝑐2|

𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1).

情形 (3)：在这种情况下 ̇𝑣𝑐(𝑠) ≤ 𝐴 + 𝜆𝑣𝑐(𝑠) + 𝑐2 对 𝑠 ∈ [𝑠′, 𝑡]成立，并且 𝑣𝑐(𝑠′) = 0. 令
𝑤4(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

�̇�4(𝑠) = 𝐴 + 𝜆𝑤4(𝑠) + 𝑐2, 𝑤4(𝑠′) = 0.

那么 𝑤4(𝑠) = 𝐴+𝑐2
𝜆 (𝑒𝜆(𝑠−𝑠′) − 1). 利用常微分方程比较定理，有

𝑣𝑐(𝑡) ≤ 𝑤4(𝑡) = 𝐴 + 𝑐2
𝜆 (𝑒𝜆(𝑡−𝑠′) − 1) ≤ |𝐴 + 𝑐2|

𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1) .

因此

ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) ≤ |𝑏|𝑒𝜆𝑇 + |𝐴 + 𝑐2|
𝜆 (𝑒𝜆𝑇 − 1). ∎

引理 C.4 令 𝑐1和 𝑐2由 (4.25)给出。存在常数𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 > 0使得对于任意 (𝑥0, 𝑢0, 𝑥, 𝑡) ∈ 𝛺𝑎,𝑏,𝛿,𝑇，

任意 𝑐 ∈ (𝑐1, 𝑐2)，以及任意 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)的极小曲线 𝛾，有

|ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠)| ≤ 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 , ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡],

其中 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 仅与 𝑎, 𝑏, 𝛿和 𝑇 有关。
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证明 下方有界. 利用和引理 C.3第一部分类似的讨论，可以证明 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠)的下解仅与 𝑎
和 𝑇 有关。这里略去证明。
上方有界. 我们需要说明存在与 𝑐 无关的常数 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 > 0使得

ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠) ≤ 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 , ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].

令 𝑢𝑐(𝑠) = ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑡]以及 𝑢𝑐
𝑒 = ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡). 令 𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 是由前一个引理给出的常数。

那么 |𝑢𝑐
𝑒| ≤ 𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇，并且有下面两种情况：

(1) 𝑢𝑐
𝑒 > 0;

(2) 𝑢𝑐
𝑒 ≤ 0.

情形 (1)：我们断言

𝑢𝑐(𝑠) ≤ |𝐵 + 𝑐1|
𝜆 + (𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 + 1 + |𝐵 + 𝑐1|

𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 , ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].

否则，存在 𝑠1 ∈ [0, 𝑡]使得

𝑢𝑐(𝑠1) > |𝐵 + 𝑐1|
𝜆 + (𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 + 1 + |𝐵 + 𝑐1|

𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 .

那么存在 𝑠2 ∈ [0, 𝑡]使得 𝑢𝑐(𝑠2) = 𝑢𝑐
𝑒 并且

𝑢𝑐(𝑠) > 𝑢𝑐
𝑒 > 0, ∀𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2].

注意到对于 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2]，有

̇𝑢𝑐(𝑠) = 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) + 𝑐 ≥ 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 0) − 𝜆|𝑢𝑐(𝑠)| + 𝑐1 ≥ 𝐵 − 𝜆𝑢𝑐(𝑠) + 𝑐1.

令 𝑤(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

�̇�(𝑠) = 𝐵 − 𝜆𝑤(𝑠) + 𝑐1, 𝑤(𝑠1) = 𝑢𝑐(𝑠1).

那么 𝑤(𝑠) = 𝑒−𝜆(𝑠−𝑠1)
(𝑢𝑐(𝑠1) − 𝐵+𝑐1

𝜆 ) + 𝐵+𝑐1
𝜆 . 因此，我们得到

𝑢𝑐(𝑠2) ≥ 𝑤(𝑠2) = 𝑒−𝜆(𝑠2−𝑠1)
(𝑢𝑐(𝑠1) − 𝐵 + 𝑐1

𝜆 ) + 𝐵 + 𝑐1
𝜆 ,

结合 𝑢𝑐(𝑠1) > |𝐵+𝑐1|
𝜆 + (𝐶𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 + 1 + |𝐵+𝑐1|

𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 得到

𝑢𝑐(𝑠2) > 𝑢𝑐
𝑒 + 1.

导出矛盾。从而断言成立。

情形 (2)：对于这种情况，我们断言

𝑢𝑐(𝑠) ≤ |𝐵 + 𝑐1|
𝜆 + (2 + |𝐵 + 𝑐1|

𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 , ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].
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如果断言不成立，存在 𝑠1, 𝑠2 ∈ [0, 𝑡]使得

𝑢𝑐(𝑠1) > |𝐵 + 𝑐1|
𝜆 + (2 + |𝐵 + 𝑐1|

𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 , 𝑢𝑐(𝑠2) = 1,

并且

𝑢𝑐(𝑠) ≥ 1, ∀𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2].

注意到

̇𝑢𝑐(𝑠) ≥ 𝐵 − 𝜆𝑢𝑐(𝑠) + 𝑐1, ∀𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2].

令 𝑣(𝑠)是下面 Cauchy初值问题的解

̇𝑣(𝑠) = 𝐵 − 𝜆𝑣(𝑠) + 𝑐1, 𝑣(𝑠1) = 𝑢𝑐(𝑠1).

那么 𝑣(𝑠) = 𝑒−𝜆(𝑠−𝑠1)
(𝑢𝑐(𝑠1) − 𝐵+𝑐1

𝜆 ) + 𝐵+𝑐1
𝜆 . 因此，由 𝑢𝑐(𝑠1) > |𝐵+𝑐1|

𝜆 + (2 + |𝐵+𝑐1|
𝜆 ) 𝑒𝜆𝑇 以及

𝑢(𝑠2) = 1，有
𝑢𝑐(𝑠2) > 𝑣(𝑠2) > 1,

导出矛盾。 ∎

引理 C.5 令 𝑐1 和 𝑐2 由 (4.25) 定义。令 (𝑥0, 𝑢0) ∈ 𝑀 × [𝑎, 𝑏]. 对所有 𝑐 ∈ (𝑐1, 𝑐2)，函数
(𝑥, 𝑡) ↦ ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [𝛿, 𝑇 ]上是 Lipschitz连续的，并且 Lipschitz常数与 𝑐无关。

证明 令 𝛾 是 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)的极小曲线，并且 𝑢𝑐(𝑠) = ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑡]. 由引理 C.4

|ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠)| ≤ 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 , ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].

由 𝐿关于 �̇�的超线性增长性，存在 𝐷 ∶= 𝐷𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 ∈ ℝ使得

𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) + 𝑐 ≥ ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ + 𝐷 + 𝑐1, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡].

取 𝑄 ∶= 𝑄𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 > 0是使得下面性质成立的常数

𝑎 + 𝑄𝛿 − |𝐷 + 𝑐1|𝑇 > 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 .

我们断言存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡]使得 ‖ ̇𝛾(𝑠0)‖ ≤ 𝑄. 若不然，有 ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ > 𝑄, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑡]. 由于

̇𝑢𝑐(𝑠) = 𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) + 𝑐 ≥ ‖ ̇𝛾(𝑠)‖ + 𝐷 + 𝑐1,

那么

∫
𝑡

0
̇𝑢𝑐(𝑠)𝑑𝑠 ≥ ∫

𝑡

0
(‖ ̇𝛾(𝑠)‖ + 𝐷 + 𝑐1)𝑑𝑠.

因此

𝑢𝑐(𝑡) ≥ 𝑢0 + 𝑄𝑡 + 𝐷𝑡 + 𝑐1𝑡 ≥ 𝑎 + 𝑄𝑡 + 𝐷𝑡 + 𝑐1𝑡 > 𝑎 + 𝑄𝛿 − |𝐷 + 𝑐1|𝑇 > 𝐾𝑎,𝑏,𝛿,𝑇 ,

导出矛盾。
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因此，存在 𝑠0 ∈ [0, 𝑡]使得 ̇𝛾(𝑠0)的界与 𝑐无关。注意到
𝑑𝐻
𝑑𝑠 (𝛾(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) = −(𝐻(𝛾(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)) − 𝑐)

𝜕𝐻
𝜕𝑢 (𝛾(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠)),

其中 𝑐1 < 𝑐 < 𝑐2. 令 𝑐0 = max{|𝑐1|, |𝑐2|}，利用性质 1.8有

|𝐻(𝛾(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑢𝑐(𝑠))| ≤ (|𝐻(𝛾(𝑠0), 𝑝(𝑠0), 𝑢𝑐(𝑠0))| + 𝑐0) 𝑒𝜆𝑇 − 𝑐0.

利用性质 1.7，我们得到 ‖𝑝(𝑠)‖和 ‖ ̇𝛾(𝑠)‖的界与 𝑐无关，并且只依赖于 𝑎, 𝑏, 𝛿和 𝑇 .
(i)我们首先考虑 ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)关于 𝑥的 Lipschitz连续性。令 𝛾(𝑡)是 ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)的极小曲线，

并且 𝛥𝑡 = 𝑑(𝑥, 𝑦). 那么

ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑦, 𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) =ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑦, 𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑡 − 𝛥𝑡)

+ ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑡 − 𝛥𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡).

令 𝐴 ∶= ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑦, 𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑡 − 𝛥𝑡)以及 𝐵 ∶= ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑡 − 𝛥𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡). 令
𝛼 ∶ [0, 𝛥𝑡] → 𝑀 是连接 𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡)和 𝑦的常速测地线。那么

‖�̇�‖ = 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑦)
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑥)
𝑑(𝑥, 𝑦) .

接下来我们将令 𝐽𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4为独立于 𝑐 的正数。由于 𝑑(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑥) ≤ ∫𝑡
𝑡−𝛥𝑡 ‖ ̇𝛾(𝑠)‖𝑑𝑠，有

𝑑(𝛾(𝑡 − 𝛥𝑡), 𝑥) ≤ 𝐽1𝛥𝑡。既然我们已经证明了 ‖ ̇𝛾‖的界与 𝑐 无关。因此 ‖�̇�(𝑠)‖的界也与 𝑐 无
关。从而

𝐴 ≤ ∫
𝑡

𝑡−𝛥𝑡
𝐿(𝛼(𝑠), �̇�(𝑠), 𝑢𝑐(𝛼(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠 ≤ 𝐽2𝑑(𝑥, 𝑦),

𝐵 = − ∫
𝑡

𝑡−𝛥𝑡
𝐿(𝛾(𝑠), ̇𝛾(𝑠), 𝑢𝑐(𝛾(𝑠), 𝑠))𝑑𝑠 ≤ 𝐽3𝑑(𝑥, 𝑦).

结合上面两式我们得到 ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑦, 𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) ≤ 𝐽4𝑑(𝑥, 𝑦). 交换 𝑥和 𝑦，我们得到 |ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑦, 𝑡) −
ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐷1𝑑(𝑥, 𝑦)，其中 𝐷1 与 𝑐无关。
(ii)接着我们考虑 ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)关于 𝑡的 Lipschitz连续性。令 𝛾(𝑡)是 ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡)的极小曲线，

那么
ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑡) − ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑠) =ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝛾(𝑠), 𝑠) − ℎ𝑐

𝑥0,𝑢0
(𝑥, 𝑠)

+ ∫
𝑡

𝑠
𝐿(𝛾(𝜏), ̇𝛾(𝜏), 𝑢𝑐(𝛾(𝜏), 𝜏))𝑑𝜏

≤ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑠) + 𝐽5(𝑡 − 𝑠).
从第 (i)点我们已经知道了

|ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝛾(𝑠), 𝑠) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑠)| ≤ 𝐷1𝑑(𝛾(𝑠), 𝑥) ≤ 𝐷1 ∫
𝑡

𝑠
‖ ̇𝛾(𝜏)‖𝑑𝜏 ≤ 𝐽6(𝑡 − 𝑠).

因此 𝐽5, 𝐽6 是与 𝑐无关的两个正数。从而

|ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡) − ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑠)| ≤ 𝐷2|𝑡 − 𝑠|,

其中 𝐷2 与 𝑐无关。 ∎

将引理 C.5的证明稍加改动，我们可以证明

推论 C.2 令 (𝑥0, 𝑢0) ∈ 𝑀 × [𝑎, 𝑏]. 对任意 𝑐 ∈ (𝑝1, 𝑝2)，函数 (𝑥, 𝑡) ↦ ℎ𝑐
𝑥0,𝑢0

(𝑥, 𝑡)在𝑀 × [𝛿, 𝑇 ]
上是 Lipschitz连续的，并且 Lipschitz常数与 𝑐 无关。这里 Lipshitz常数仅与 𝑎, 𝑏, 𝛿, 𝑇 和端
点值 𝑝1, 𝑝2 有关。
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